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“Não há perguntas bobas: 
toda pergunta é um grito 

para compreender o 
mundo.”

Carl Sagan



Programa 
Preliminar

Overview de lentes e formalismo básico

Exemplos

Arcos e efeito forte

Efeito fraco de lentes

Lentes e cosmologia (desvio temporal)

Tópicos avançados:

Cosmologia (LSS + CMB)

Lentes e modelos de matéria escura

Testes de gravidade modificada



Introdução ao 
lenteamento 
gravitacional 
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Uma nova visão do espaço-tempo
 Einstein 1905

A velocidade da luz (no vácuo) é uma constante fundamental 
da natureza e a mesma para todo observador!
Nova visão da mecânica (física dos movimentos, forças, etc.)
Revolução no conceito de espaço e de tempo

Mundo quadri-dimensional (Minkowsky)!

 Equivalência massa-energia

Vale em qualquer escala, mas ficou conhecida pela energia nuclear: 
estrelas, reatores, bombas...

“As visões de espaço e de 
tempo que pretendo 
apresentar aqui provêem 
da física experimental e 
nisso reside a sua força.” 

x0 = ct

�S

2 = (�x0)
2 � (�x1)

2 � (�x2)
2 � (�x3)
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 1905 mudou nossas visões de 
espaço, tempo, massa, energia, 
luz... mas a maior contribuição 
individual de Einstein ainda 
estava por vir...

 1907: princípio de equivalência
Referencial acelerado “=” gravidade
Queda livre “=” sem gravidade

Caminho para a relatividade geral



 1911: desvio da luz
 1912: lentes 

gravitacionais (mas pensou 
que não seria observável)

Caminho para a relatividade geral

 1907: princípio de equivalência
Referencial acelerado “=” gravidade
Queda livre “=” sem gravidade



A luz fazendo a curva
Propagação da luz e relatividade geral
1905: Einstein propõe a relatividade restrita
1911: Obtém o desvio da luz (igual ao newtoniano)
1915: Teoria da relatividade geral
             Espaço-tempo curvo

Tudo o que existe “sente” a gravidade:
caio logo existo



Relatividade Geral (1915):
A teoria de Einstein da gravidade

 10 anos depois da relatividade especial, uma nova revolução

O espaço-tempo é curvo! Seguindo a matemática do espaço-tempo curvo 
(Riemann) e a física física da gravidade

A matéria diz ao espaço como se curvar, 
O espaço diz à matéria como se mover

Gµ⌫ =
8⇡G

c4
Tµ⌫

“Tecido” do espaço-tempo, com 
propriedades dinãmicas!



Relatividade Geral (1915):
A teoria de Einstein da gravidade

 10 anos depois da relatividade especial, uma nova revolução

O espaço-tempo é curvo! Seguindo a matemática do espaço-tempo curvo 
(Riemann) e a física física da gravidade

A matéria diz ao espaço como se curvar, 
O espaço diz à matéria como se mover

 Compatível com a lei 
de Newton (para baixas 
velocidades e baixas massas)

 Compatível com a 
relatividade restrita

 Explica a precessão do 
perihélio de mercúrio

 Prevê muitos 
fenômenos novos

Gµ⌫ =
8⇡G

c4
Tµ⌫

“Tecido” do espaço-tempo, com 
propriedades dinãmicas!



Relatividade Geral (1915):
A teoria de Einstein da gravidade

 10 anos depois da relatividade especial, uma nova revolução

O espaço-tempo é curvo! Seguindo a matemática do espaço-tempo curvo 
(Riemann) e a física física da gravidade

A matéria diz ao espaço como se curvar, 
O espaço diz à matéria como se mover

 Desvio da luz (fator dois)
 Lentes gravitacionais
 Cosmologia moderna
 Buracos negros
 Ondas gravitacionais
 Referenciais acelerados

(paradoxo dos gêmeos)
 GPS!..

Gµ⌫ =
8⇡G

c4
Tµ⌫



Detecção da deflexão da luz pela 
gravidade 

● Teste do desvio da luz: 
Eclipse total do Sol



Detecção da deflexão da luz pela 
gravidade 

● 1912: Expedição argentina para observar eclipse solar no Brasil 
■Choveu



“A questão que minha mente formulou foi 
respondida pelo céu ensolarado do Brasil”

● 1912: Expedição argentina para observar eclipse solar no Brasil 
■Choveu 

● 1914: Expedição de Erwin Freundlich’s para observar um eclipse 
na Crimeia (Russia) 
■Presos por causa da primeira guerra mundial 

● 1919: Sobral (Brasil) 
■Detecção do desvio da luz pela gravidade 

(tempo melhor do que na Ilha de Príncipe)

Detecção da deflexão da luz pela 
gravidade 



Breve Histórico do 
lenteamento gravitacional
● Einstein 1911-12: previsões de Einstein e primeira tentativa 

de observação
● Sobral 1919: deflexão da luz pela gravidade
● Chwolson 1924: primeiro artigo sobre lentes
● Einstein 1936: lenteamento por estrelas
“[…] there is no great chance of observing this phenomenon 

directly […]”



● Einstein 1911-12: previsões de Einstein e primeira tentativa 
de observação

● Sobral 1919: deflexão da luz pela gravitade
● Chwolson 1924: primeiro artigo sobre lentes
● Einstein 1936: lenteamento por estrelas
“Of course, there is not much hope of observing this 

phenomenon directly”
● Zwicky 1937: otimista
“The probability that nebulae which act as gravitational lenses 

will be found becomes practically a certainty”

● Walsh, Carswell, Weymann 1979: 
Descoberta do primeiro quasar lenteado 

(imagem dupla de QSO 0957+561)

Breve Histórico do 
lenteamento gravitacional



Descobertas
● Sobral 1919: deflexão da luz
● Walsh, Carswell, Weymann 1979: descoberta do 

primeiro quasar lenteado (imagem dupla de QSO 
0957+561)

● Roger Lynds e Vahe Petrosian 1986, Soucail, Fort, 
& Picat 1987: Descoberta dos arcos gravitacionais:

arcos em A370, A2218, CL2244-02
ninguém previu...

Hewitt, et al. 1988: anel de Einstein (no rádio) 

Irwin et al. 1989: microlenteamento de Quasares

Colaborações EROS & MACHO, 1993: 

          Primeira detecção de microlenteamento

Bond et al., 2003: Primeira detecção de planetas

~2 planetas com massa de Júpiter em ~3 AU



Desvio da Luz pela Gravitação

●  Acromático

S

O
^

Desvio da Luz (fonte pontual)

ξ

Geodésica nula, 
princípio de Fermat ds2 =
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Uma Miríade de 
Fenômenos

   Intensidade

•Lenteamento forte
Grandes magnificações

Imagens múltiplas

Distorções

• Anéis

• Arcos

•Lenteamento fraco
Pequena rotação

Pequena magnificação

Detectado estatisticamente

Escala angular
●Mili-lenteamento

 MACHOS
 Busca de planetas

●Micro-lenteamento
■Quasares

● “Macro-lenteamento”
■  Galáxias
■  Aglomerados 
■  Estrutura em grande escala



efeito forte de lentes, gravidade fraca

Efeito forte de Lente
Imagens múltiplas, grandes deformações, 
magnificação, atraso temporal
Geodésicas nulas

brilho superficial conservado
acromático 
estrutura de galáxias e aglomerados ! matéria escura e bárions
informações complementares sobre a cosmologia e testes da 
gravidade
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} Telescópios gravitacionais

arcos gravitacionais



Equação da Lente 
e Lente Pontual 

23



Geometria do lenteamento por um único plano

Plano da lentePlano das fontes

Coordenadas 
físicas (distância) ⇠⌘

Coordenadas 
angulares

✓�

x

Coordenadas 
adimensionais

y

✓1

✓2�2

�1



Geometria do lenteamento por um único plano



A Equação da Lente

~�DOS = ~✓DOS � ~̂↵DLS

⇣
~✓
⌘

Ângulo de deflexão reduzido:

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS

~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘

Equação da Lente

~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘



Lente pontual

~̂↵ =
4GM

c2⇠
Lente pontual

~↵ =
DLS

DOSDOL

4GM

c2✓
Ângulo de deflexão reduzido

Equação da Lente � = ✓ � ✓2E
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Ângulo de Einstein ✓E =

r
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DOL✓
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Magnificação

Plano das fontes Lente/imagens
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Imagens e Magnificação
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Imagens e Magnificação
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Microlenteamento 1 
Lente Pontual

Plano das fontes
Distância à lente na direção x1 

em unidades do raio de Einstein

m
ag

ni
fic

aç
ão

u = �/✓Eµ =
u2 + 2

u
p
u2 + 4



Micro(mili)lenteamento na galáxia

Arnaud Cassan ARI/ZAH, Heidelberg University, talk @ Institut d’Astrophysique de Paris, Jan. 11, 2008

Monitorar um grande 
número de estrelas…



Observações de  
micro(mili)-lenteamento

Projetos MACHO, OGLE, EROS...



Microlenteamento por lente composta

● Estrutura da cáustica ●  Curvas de luz

Arnaud Cassan ARI/ZAH, Heidelberg University, talk @ Institut d’Astrophysique de Paris, Jan. 11, 2008



[Reprinted by permission from Macmillan Publishers Ltd: Nature 439 437-440 (26 
January 2006) doi:10.1038/nature04441, Copyright 2005.]

Primeiro planeta: 2004

Fevereiro 2019

89 planetas 
descobertos por 

microlenteamento

http://dx.doi.org/10.1038/nature04441


Leitura Sugerida
Curso de lentes com exemplos em python:

http://pico.oabo.inaf.it/~massimo/teaching.html 
https://github.com/maxmen/LensingLectures/
Peter Schneider, Christopher S. Kochanek, Joachim Wambsganss, 33rd 
Advanced Saas-Fee Course on Gravitational Lensing (2003):

Saas-Fee Advanced Course 33 - Springer
https://astro.uni-bonn.de/~peter/SaasFee.html 

Ramesh Narayan and Matthias Bartelmann, Lectures on Gravitational 
Lensing (Proceedings of the 1995 Jerusalem Winter School)

http://arxiv.org/abs/astro-ph/9606001, 
http://www.mpa-garching.mpg.de/Lenses/JeruLect.html, (recomendo 
a opção: http://www.mpa-garching.mpg.de/Lenses/JL_co_art.ps.gz 
para baixar direto)

Schneider P., Elhers J., Falco E. E., 1992, Gravitational lenses. Springer-
Verlag, Berlin 
Mollerach, S, Roulet, E, 2002. Gravitational Lensing and Microlensing, 
World Scientific, Singapore.
Petters A.,O., Levine H., Wambsganss J., 2001, Singularity Theory and 
Gravitational Lensing. Birkhäuser, Boston 
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https://astro.uni-bonn.de/~peter/SaasFee.html
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9606001
http://www.mpa-garching.mpg.de/Lenses/JeruLect.html
http://www.mpa-garching.mpg.de/Lenses/JL_co_art.ps.gz


Programa
Aula 1: Overview de lentes e formalismo básico

Introdução histórica
Equação da lente
Lente pontual
Microlensing

Aula 2: Conceitos e formalismo
Lentes extensas, simetria axial, SIS
Cáusticas e curvas críticas
Arcos e anéis de Einstein
Reconstrução das massas e cosmologia

Aula 3: Desvio temporal e efeito fraco de lentes
Aula 4: Revisão de cosmologia
Aula 5: Cosmologia e lentes (CMB, LSS, DM, MoG…)



Lentes Extensas 
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Lentes Extensas
Fonte pontual ~̂↵ =

4GM

c2⇠

⌃
⇣
~⇠
⌘
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dz⇢

⇣
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⌘
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Lentes Extensas

Comparando com o ângulo de deflexão

~̂↵ =
4G

c2

Z
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⇣
~⇠0
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⇣
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⌘
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Z
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Equação de Poisson r2
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⇣
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Usando a função de Green 2D
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Lentes Extensas

Potencial de Lente(amento)

convertendo variáveis

~̂↵ =
2

c2
~r⇠ 

⇣
~⇠
⌘

Ângulo de deflexão

d⇠i = DOLd✓i

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS

Ângulo de deflexão reduzido

=
2

c2
DLS
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⇣
~✓
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 mapeamento imagem → fonte

 plano único

Mapeamento de Lentes

potencial gravitacional 

distâncias cosmológicas

µ = µ1 µ2

r =

����
µ1

µ2

����

 autovalores:

 magnificação local e    
razão axial:



Mapeamento de Lentes

1

3

5

Plano das fontes Lente/imagens

1

3

5

cáusticas curvas críticas

 autovalores:

✓1

✓2�2

�1

 mapeamento imagem → fonte

curvas críticascáusticas
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Macrolenteamento 
Efeito forte

Arcos Gravitacionais



“Anéis de Chwolson-Einstein”



“Anéis de Chwolson-Einstein”



Ninguém previu os arcos gravitacionais?



Reconstrução da 
massa e 

cosmologia
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Modelagem inversa
Arcos e imagens múltiplas

Parâmetros da distribuição de matéria

Perfis de aglomerados em regiões 
centrais 

Subestrutura

Sensibilidade à cosmologia

Reconstrução das fontes

Desafios para usar arcos como 
sondas para a física fundamental:

 estatística
 sistemáticosG

ab
ri

el
 C

am
in

ha
, M

M



Através das posições das imagens múltiplas é possível determinar propriedades da 
distribuição de massa da lente

Definimos a função:

Os parâmetros que minimizam esta função (ou maximizam a verossimilhança) são 
os parâmetros de melhor ajuste

Podemos citar os programas lenstool, gravlens e glafic que fazem a modelagem 
inversa da lente,

Erro associado à 
posição das imagens 

múltiplas

Posição das imagens múltiplas

Modelagem Inversa



Modelagem inversa para o 
sistema SOGRAS0041-0043 

2.35+0.03
�0.14 ⇥ 1014M�

Modelagem com 
lenstool (Jullo, Kneib)
Ajuste 1: 3 imagens
Ajuste 2: 4 imagens

~ 0.9” de desvio entre galáxia central 
e centro da distribuição de massa 
(Zitrin et al. 2012)
Estimativa de erro a partir das 
simulações (Caminha et al. in prep.):
~ 8% de viés na massa
~ 5% incerteza estatística



Modelagem de 
lentes e método 

científico
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Supernova em MACS J1149.6+2223
K

el
ly

, e
t a

l, 
ar

X
iv

:1
41

1.
60

09

Imagens múltiplas por galáxia do aglomerado 
+ pelo potencial global (passado/futuro)

zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs

When Refsdal 
meets Popper



Supernova em MACS J1149.6+2223
K

el
ly

, e
t a

l, 
ar

X
iv

:1
41

1.
60

09

Usar a previsão do surgimento de imagens 
múltiplas da supernovas para testar os modelos

zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs

When Refsdal 
meets Popper!







Supernova em MACS J1149.6+2223
K

el
ly

, e
t a

l, 
ar

X
iv

:1
41

1.
60

09

zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs

~1995

2014

~ 1964

~ 2015-2020



A aparição de Refsdal!



A aparição de Refsdal!



Arcos 
Gravitacionais 
e Cosmologia: 

Energia escura
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 Jullo et al. 2010, Science: exemplo de limites competitivos na 
cosmologia com um sistema de lente forte (Abell 1689)

 8 famílias de fontes com desvios para o vermelho entre 1.15 e 
4.86

 Caminha et al. 2016: RXC J2248.7-4431 (Abell S1063), 16 
fontes, 47 imagens

Famílias de imagens de fontes com distintos redshifts
vínculos na cosmologia, além da distribuição de matéria

A razão das distâncias diâmetro angular para 2 (ou mais) 
imagens com fontes em diferentes desvios para o vermelho 
defina uma ‘razão de famílias’

Aglomerados de Galáxias
~✓ = ~� +
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Lembrete: 
Distância de Diâmetro Angular

Caso plano:

No modelo wCDM p = w⇢
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DLS = DA(zL, zS), etc.



Galaxy Clusters: 
Cosmological Constraints and more

Caminha et al., 2016
Cosmological Constraints



Novos limites com Abell S1063

Bom, Makler, Caminha, Vitenti, Penna-Lima (2019, in prep.)

⌦M = 0.422+0.062
�0.274
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w = �0.911+0.030
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Limites exclusivamente 
de Strong Lensing:

Único sistema!

• Dobro de famílias de imagens múltiplas
• Comparação e combinação com outros observáveis 

Teste de consistência
Refsdal
Futuro promissor, 
especialmente para DM

BAOSNIa

CMB (Planck)

SL (AS10603)



THE DEEPEST DATA EVER OBTAINED FOR LENSING GALAXY CLUSTERS !!!

Limites mais fortes e 
estudo de sistemáticos



Lentes com 
Simetria Axial 
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Teorema de Gauss
Equação de Poisson r2

⇠ 
⇣
~⇠
⌘
= 4⇡G⌃

⇣
~⇠
⌘

~̂↵ =
2

c2
~r⇠ 

⇣
~⇠
⌘

Ângulo de deflexão

Assim: ~r · ~̂↵ =
8⇡G

c2
⌃
⇣
~⇠
⌘

8⇡G

c2

Z

S⇠

⌃ (⇠) dS

| {z }
M(⇠)

=

Z 2⇡

0
↵̂ ⇠ d�

Como na lente pontual!
Raio de Einstein, etc.

~̂↵ =
4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂

Teorema de Gauss 2D
Z

S⇠

~r· ~̂↵ dS =

I

C⇠

~̂↵·~dl
I

C⇠

⇣
~̂↵ · n̂

⌘
dl
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Equação da Lente
Ângulo de deflexão ~̂↵ =

4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂

                                                                                                                                                                                                     
Equação da lente ~� = ~✓ � ~̂↵

DLS

DOS
= ~✓ � 4GM(✓)

c2✓2DOL

~✓
DLS

DOS

~� =

✓
1� 4GM(✓)DLS

c2DOLDOS

1

✓2

◆
~✓

Ângulo de Einstein
⇣
~� = 0

⌘

✓E =

s
DLS

DOSDOL

4GM (✓E)

c2
Estimativa 
da massa 
em ✓ < ✓E



Esfera 
Isotérmica 
Singular 
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Esfera Isotérmica Singular
⇢(r) =

�2
v

2⇡Gr2

Densidade projetada (superficial)

⌃(⇠) =
�2
v

2⇡G
2

Z 1

0

dz

⇠2 + z2
=

�2
v

2G⇠

Massa contida em raio  ⇠

M (⇠) =

Z ⇠

0
⌃ (⇠0) 2⇡⇠0 d⇠0 = �2

v
⇡

G
⇠

Ângulo de deflexão

~̂↵ =
4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂ = 4⇡

⇣�v

c

⌘2
⇠̂ constante!



Magnificação

Magnificação radial

M = �2
v

⇡

G
⇠ = �2

v

⇡

G
DOL✓

Magnificação tangencial

✓

�
=

✓
1� M(✓)

⇡⌃critD2
OL✓

2

◆�1

=

✓
1� 4⇡

⇣�v

c

⌘2 DLS

DOS

1

✓

◆�1

d✓

d�
=


1� 1

⇡⌃critD2
OL

d

d✓

✓
M(✓)

✓

◆��1

✓E

= 1
Não há cáustica/

curva crítica 
radial



Equação da Lente
~↵ = ~̂↵

DLS

DOS

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS
= 4⇡

⇣�v

c

⌘2 DLS

DOS
⇠̂

~̂↵ = 4⇡
⇣�v

c

⌘2
⇠̂

= ✓E ⇠̂

~� = ~✓ � ✓E ✓̂ =

✓
1� ✓E

✓

◆
~✓

� =

����1�
✓E
✓

���� ✓

Soluções:  1) se 1� ✓E
✓

> 0

� =

✓
1� ✓E

✓

◆
✓então = ✓ � ✓E ✓ = � + ✓E



Equação da Lente

� =

����1�
✓E
✓

���� ✓

Soluções:  1) se 1� ✓E
✓

> 0

� =

✓
1� ✓E

✓

◆
✓então = ✓ � ✓E ✓ = � + ✓E

então � = �
✓
1� ✓E

✓

◆
✓ = ✓E � ✓ ✓ = ✓E � �

1I) se 1� ✓E
✓

< 0



-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Fonte circular
���~� � ~�0

��� = RCírculo no plano das fontes:

✓ = � + ✓E

✓ = ✓E � �

Caso geral � = �0 cos(�� �0)±
q

R2 � �2
0sen

2
(�� �0)

� = �0 cos�±
q

R2 � �2
0sen

2�



Programa

Aula 1: Overview de lentes e formalismo básico

Aula 2: Conceitos, formalismo, modelos e soluções, exemplos

Aula 3: Desvio temporal e Efeito fraco de lentes

Aulas 4 e 5: Revisão de cosmologia, Cosmologia e lentes
Tópicos avançados:

Cosmologia (LSS + CMB)

Lentes e modelos de matéria escura

Testes de gravidade modificada



Desvio 
Temporal 
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Desvio temporal 
gravitacional

�tgrav = � 2

c3

Z zS

zO

'(z)dz := � 2

c3
 

Obs.: Dedução rigorosa em Petters, Levine, Wambsganss



�L =
DOSDOL

2DLS
(~✓ � ~�)2

�t
geom

= �L/c =
DOSDOL

2cDLS
(~✓ � ~�)2

Obs.: Dedução rigorosa em Petters, Levine, Wambsganss

Desvio temporal 
geométrico



Desvio temporal total

�tgrav = � 2

c3
 

�tL = �t
geom

+ �t
grav

Desvio total no referencial da lente

�t
geom

= �L/c =
DOSDOL

2cDLS
(~✓ � ~�)2

 ⌘ 2

c2
DLS

DOSDOL
 mas

�tL =
DOSDOL

cDLS

✓
1

2
(~✓ � ~�)2 � 

◆
Assim



Desvio temporal total

�tO/�tL = aO/aL = (1 + zL)

�tL =
DOSDOL

cDLS

✓
1

2
(~✓ � ~�)2 � 

◆

Efeito Doppler

~r✓(�t) = 0 Equação da lente!

Obs.: Dedução rigorosa em Petters, Levine, Wambsganss

�t = (1 + zL)
DOSDOL

cDLS

✓
1

2
(~✓ � ~�)2 � 

◆





1
9
8
1
A
p
J
.
.
.
2
4
4
L
.
.
.
1
B

Teorema 
de Burke



Curvas de luz de Quasares

Tewes et al.: COSMOGRAIL XI

Defasagem temporal entre imagens

= (1 + zL)
DOSDOL

cDLS

✓
1

2
(~✓i � ~�)2 � (✓i)�

1

2
(~✓j � ~�)2 + (✓j)

◆

�tij = �t
⇣
~✓i, ~�

⌘
� �t

⇣
~✓j , ~�

⌘



Defasagem Temporal

�tij =
D�

c

✓
1

2
(~✓i � ~�)2 � (✓i)�

1

2
(~✓j � ~�)2 + (✓j)

◆

“time delay distance”

Onde D� = (1 + zL)
DOSDOL

DLS

Principal dependência cosmológica: / H�1
0

modelagem inversa
(imagens múltiplas)



Exemplo: RX J1131−1231
• COSMOGRAIL: the COSmological 

MOnitoring of GRAvItational Lenses

• Curvas de luz + modelo da lente 
(+“tudo”)



Tew
es et al., C

O
SM

O
G

R
A

IL
Curva de Luz de RX J1131−1231



Modelagem de RX J1131−1231



Vínculos Cosmológicos

Suyu et al. 2012



Lente Extensa e 
Jacobiana da 

Transformação 
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Lentes Extensas
Ângulo de deflexão ~̂↵ =

4G

c2

Z
d2⇠0⌃

⇣
~⇠0
⌘ ~⇠ � ~⇠0

|~⇠ � ~⇠0|2

Equação de Poisson r2
⇠ 

⇣
~⇠
⌘
= 4⇡G⌃

⇣
~⇠
⌘

Equação da lente ~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘
= ~✓ � ~r✓ 

⇣
~✓
⌘

Potencial de Lente(amento)  ⌘ 2

c2
DLS

DOSDOL
 

convertendo variáveis d⇠i = DOLd✓i

r2
✓ =

2

c2
DLS

DOSDOL
D2

OL4⇡G⌃



Convergência
Equação de Poisson

r2
✓ =

2

c2
DLS

DOSDOL
D2

OL4⇡G⌃
⇣
~✓
⌘
= 2

⌃
⇣
~✓
⌘

⌃crit

Densidade superficial crítica

⌃crit =
c2

4⇡G

DOS

DOLDLS

Convergência


⇣
~✓
⌘
=

⌃
⇣
~✓
⌘

⌃crit

r2
✓ = 2

⇣
~✓
⌘

Equação de Poisson



Jacobiana da transformação

Jij =

 
@~�

@~✓

!

ij

= �ij �
@2 

@✓i@✓j
,

~� = ~✓ � ~r✓ 
⇣
~✓
⌘

 ij =
@2 

@✓i@✓j
definindo

como r2
✓ =  11 + 22 = 2

temos J =

✓
1� 11 � 12

� 21 1� 22

◆

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆



Jacobiana da transformação

convergência

convergência e cisalhamento

Fonte Imagem

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆



Cisalhamento

Autovalores de J�1

µ1 =
1

1� � �
, µ2 =

1

1� + �

� =
q

�2
1 + �2

2

Cisalhamento:

�1(~✓) =
1

2
( 11 � 22)

�2(~✓) =  12 =  21

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆

Em termos do cisalhamento e convergência temos

J = (1� )I+

✓
��1 ��2
��2 �1

◆



Lenteamento 
Gravitacional 

Fraco
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Efeito fraco e forte de lente

observador
aglomerado

galáxia 
de fundo



Macro Lenteamento: 
dois regimes

●Lenteamento forte:

■ Grandes magnificações

■ Imagens múltiplas

■ Grandes distorções (arcos, anéis)

■ Defasagem temporal

■ Σ > Σ c

■ Regiões centrais de galáxias e aglomerados

●Weak Lensing:

■ Mudança na “orientação” (+magnificação)

■ Regiões não centrais/de baixa massa de 
galáxias e aglomerados

■ Estrutura em grande escala



 autovalores:

 magnificação local e    
razão axial:

densidade superficial 
crítica

convergência

 mapeamento imagem → fonte

 plano único

Mapeamento de Lentes

potencial gravitacional 

distâncias cosmológicas

µ = µ1 µ2 r =

����
µ1

µ2

����

�crit =
c2

4�G

DOS

DOLDLS

 =
�

�crit



Mapeamento Linear

Fonte circular

100

a

b
r

a =

✓
1

1� ⇥� �

◆
r

b =

✓
1

1� ⇥+ �

◆
r

=: g=
�

1� 

µ =
A

imagem

A
fonte

=
h
(1� ⇥)2 � �2

i�1

Magnificação

⇥ :=
a� b

a+ b
= � 2�

1� ⇤

Elipticidade



Mapeamento Linear
 Efeitos:

Distorção: variação na orientação (mais usual)

Magnificação: mudança na área e na densidade de objetos

Analogamente a    a elipticidade possui 2 componentes: 
matriz, pseudo-vetor ou número complexo

101

 ⌧ 1 e � ⌧ 1

✏ = ✏1 + i✏2 = |✏|e2i'

�

=
�

1� 
⇥ :=

a� b

a+ b
= � 2�

1� ⇤



Fontes Reais
Centro do objeto (imagem)

Qij =

R
d2�qI [I(�)](�i � �̄i)(�j � �̄j)R

d2�qI [I(�)]

Momenta de segunda ordem

⌦ =
�
Q11Q22 �Q2

12

�1/2
Área

� :=
Q11 �Q22 + 2 iQ12

Q11 +Q22 + 2 (Q11Q22 �Q2
12)

1/2

Elipticidade

✓̄i =

R
d2✓qI [I (✓)] ✓iR
d2✓qI [I (✓)]



Momenta de segunda ordem

Elipticidade

Distorção linear

103

� :=
Q11 �Q22 + 2 iQ12

Q11 +Q22 + 2 (Q11Q22 �Q2
12)

1/2

|g| � 1

Qij =

R
d2�qI [I(�)](�i � �̄i)(�j � �̄j)R

d2�qI [I(�)]

Fontes Reais

✏S =
✏I � g

1� g⇤✏I
gi :=

�i(✓)

1� (✓)



Lenteamento Fraco
Regime de lenteamento fraco

“teorema fundamental do lenteamento fraco”:

mas

desafios observacionais, instrumentais, 
computacionais e teóricos!

h�i = g

g ⌧ �

✏ = ✏I = ✏S + g



Medindo o lenteamento fraco

• Sinal

• Ruído

• Ganhar do ruído fazendo uma média em um 
grande número de galáxias

(de Kilbinger)



Desafíos Técnicos

●Modelar as distorções da PSF (muitas fontes) 
■medir um grande número de estrelas no campo 

●Dificuldades: estrelas saturadas, eficiência de 
transferência de carga, halos, acompanhamento…

C
FH

TLS D
eep 1 

G
avazzi, Soucail 2006

Sarah B
ridle



Estrela típica 
para o Kernel 
de convolução

Galáxia típica 
utilizada para  
cisalhamento 
cósmico

From Sarah Bridle



1) Obter as medidas de forma das galáxias

• Identificar as estrelas

• Modelar as distorções da PSF (muitas fontes)

• Medir forma das galáxias

• Aplicar a PSF nas medidas de forma das galáxias

• Selecionar as galáxias (z, S/N, tamanho/magnitude, etc.)

2) Realizar as medidas das quantidades relevantes

• Miríade de observáveis e de estimadores estatísticos

• Obter estimadores óptimos, levando em conta efeitos 
instrumentais e observacionais

• Determinar incertezas

Caminho
O domínio 

da 
estatística



Exemplo:  
separação estrela-galáxia



Desvios para o vermelho fotométricos

●Características 
marcantes do 
espectro  

(quebra de 4000 A) 

●Diferença no fluxo 
através dos filtros 
quando a galáxia é 
desviada para o 
vermelho



2 Regimes e Métodos
Lenteamento por galáxias e aglomerados

• Maior sinal

• Centro de referência

• Ajuste de modelos

• Objetos individuais ou Stacking do sinal

Estrutura em grande escala 

• Mapas de convergência (também em aglomerados)

• Correlações: 

• espectro de potências, função de correlação

• vários pontos, entre bins de z, com massa, CMB, etc.


