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I. SISTEMAS DE COORDENADAS ORTOGONAIS
A. Revisao

Passamos a identificar os vetores pelo seu conjunto de componentes, a notagao indicial.
Introduzimos duas importantes operagoes

e O produto escalar

A-B= AZB](;ZJ = |A.||B| cos 6

e O produto vetorial

(A X B)l = 5ijk:AjBk7
|A x B|=|A||B|sin¥,

De modo andlago introduzimos operagoes diferenciais para campos vetoriais e escalares

e O gradiente

Vi = (V) e
_W_

cuja interpretacao estd na identificacao da dire¢ao de maxima variagao do escalar v

e O divergente

_0A;
= o =

VA 0; A;

e O rotacional

(V X A)z = 5ijk8jAk
e uma combinagao de duas operagoes,

e O laplaciano

V- (V) = V3
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Abordamos um sistema de coordenadas chamado esférico, e estudamos as modificacoes

que surgem ao escrevermos estas operagoes nessas coordenadas

ro sinf cos sinfsinyp cosf e;
Oy | = | cosfcosy cosfsiny —sinf e
%) —sinp Cos 0 es
e; sinf cosy cosfcosp —sing o
e | = | sinflsiny cosfsiny cosy 0o
e; cosf —sind 0 %

Conseguem observar uma curiosidade nestas regras de tranformacao?
A matriz de tranformagao inversa é a transposta da direta, caracterizando uma transfor-

macao ortogonal.

Qual a funcao de novos sistemas de coordenadas?

Adapatar-se as simetrias geométricas das condig¢oes de contorno nas equagoes diferenciais
parciais presentes nas leis fisicas.

Um conjunto ortonormal baseado em superficies do E? é 1til pois estas superficies po-
dem ser frequentemente identificadas como fronteiras de sistemas fisicos onde sao requeridas
condicoes a priori dos campos fisicos, condi¢oes de contorno, para que as equacoes diferen-
cias parciais as quais obedecem tenham solucoes tinicas e assim os modelos tenham poder
preditivo.

Quem sao os cossenos diretores expressos em termos das lei de transformacao e dos fatores
de escala, e afinal quem sao os fatores de escala?

Comecgamos escolhendo trés familias de superficies por suas equacoes em coordenadas
cartesianas, podemos construir bases de vetores que podem ser alternativas as bases carte-
sianas {e;}, o meio de construgdo é observar que as superficies geradas mantendo uma das
novas varidveiss constantes tem para suas curvas de interseccao um trio de trés direcoes
mutuamente perpendiculares (construidas para tal) sobre a qual podemos por trés vetores

unitarios {a;}
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a; = e + Brey + ze3 (1)
o1 = ag - ey... (2)

> =af+ 67 +97 =1, (3)

onde «; sao os cossenos diretores que serao identificados em termos das transformagoes entre
as coordenadas curvilineas e cartesianas. Como esta base é ortonormal por construcao logo

¢é linearmente independente e pode ser usada para escrever qualquer vetor

A= Z Amama (4)
An=a, - A, (5)

porém como obter tal base apartir do conhecimento das equacoes que relacionam os conjuntos
de coordenadas {z;} e {¢;} ou até mesmo {¢;} e {¢.}.

Primeiro de tudo temos o vetor posicao
r :sz (q17QZ7q3) €, (6)

que visto desta forma pode ser considerado um campo vetorial, deste podemos fazer trés

vetores rapidamente
8x,~
£, = _e.’ 7
J i o qj ¢ ( )
definidos localmente e escritos em termos da base cartesiana {e;}. Podemos nos perguntar

sobre sua independéncia linear e por consequéncia sua habilidade na descri¢ao de um campos

vetorial qualquer. Pondo suas componentes como colunas ou linhas de uma matriz

83:1 81'2 (9373

dq; Oq; 0Oq; @)
8

a condicao de independéncia linear segue da nao nulidade do determinante, que também é

a condicao para a inversao das relagoes

Z; (Q17 q2, Q3) = G (l‘la fL‘27.CC3) ;
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segundo o teorema da fung¢ao inversa que exige o nao anulamento do determinante da matriz
jacobiana que é exatamente a apresentada como parte do processo de determinacao da
independéncia linear deste conjunto de vetores.

Tendo esta condigao satisfeita podemos continuar e restringir ainda mais, procurando por

transformacoes de coordenadas nas quais valia

0sei#]
€jr &= 7 (9)
modulo ao quadrado do vetor se i=j

melhor

= —— = dylail’, (10)

ou seja sistemas cujas superficies coordenadas e por consequencia sua linhas de interseccao
sejam ortogonais em todos os pontos.
O préximo passo entao é obter uma base normalizada, cuja expressao segue trivialmente

de

E; or _1 or
a; =1 =[5~ 75—, (11)
|5i| 0qi°  0gi
o moédulo presente é facilmente obtido de sua definicao na base cartesiana ortonormal
= — )" =h; 12
ol = LG = (12)

a esta quantidade damos o nome de fator de escala, porque ele escalona as derivadas do
vetor posicao em relacao as coordenadas afim de manter a base normalizada, assim nao

desempenhado um papel proeminente na magnitude das quantidades fisicas vetoriais.

B. Vetores unitarios ortogonais e algumas relagoes

A partir de
1 (?x]

7 0 (13)

a; =

identificamos os cossenos diretores dos vetores em coordenadas curvilineas em relacao a base

cartesiana fixa

1 0z, 1 Oz,
00 = D e oy (14)




agora podemos manipular a equacao acima, usando a regra da cadeia, e somando sobre o

indice carregado pela coordenadas curvilineas
ha qu ij . ‘an . (15
) z - €; = €, )
oxy, 0g; - oxy,
J
e ddi podemos obter os cossenos dlretores da base cartesiana em relacao a base curvilinea

0a.
Zh'ﬁaz"aj’:ai'ek

- I 8x k
J
Jy
i — Q; " €, 16
o que implica em
higte = — =%, (17)
Oxy, hi 0g;
a partir disso podemos escrever para a base curvilinea uma expressao alternativa
dq;
J

e através do modilo unitédrio, segue mais uma relacao para os fatores de escala
206 04 04i 04i
2 7 7 2 7 7
2 — h;
a; ;; O, 31‘k ZZ 1 Ox; Oy Oj
0q;

= h? L) =1 19
> ( axj) , (19

ol 2 aq; 2 0q; 2]
2 1 7 )

Entao generalizando e procurando os cossenos diretores de um sistema de coordenadas

o que implica em

ortogonais em relagao a outro qualquer os quais obviamente estao conectados com o sistema

cartesiano, podemos partir da expressao
dg; 1 Oy,

hi— = — , 21
Oxy, h; 9q; ( )
e usando a regra da cadeia eliminar a conexao com as coordenadas cartesianas
- Oxy 0q, h; 0q; 0q.,,
3 m h — Oq; | “~ 0q;, 9q;,
8q h/2 aq/
= 6nmh’2 = n_m 22
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ou melhor
ﬁ Oqi % gy,
W, 0q,  hi 0q;’
que fornece os cossenos diretores entre dois quaisquer conjunto de vetores base ortonormais

(23)

e de onde podemos obter as lei de transformacao para os fatores de escala

8% aQZ 8(]/ a%
2 o /2 m
" 0d,,, O, 2 dq; Oqp,

dq; Og;
h2 L h/2
Z ‘oq, 0q, "

Pode-se também neste contexto observar que a mudanca da base cartesiana para a base

ortonormal curvilinea, se d4 através de uma matriz ortogonal

a; = E R;;e;, onde

J
. 1 81']‘
v h; 0q;

e pelos produtos escalares ja estabelececidos

a;-ag = Z Z RijRime;j - e,
zk — Z Z RZ]ka im Z RZ]Rk]

RRT =1 (24)

C. O gradiente

Usando sua definicao em coordenadas cartesiana

_ oy
Vi) = Z eis (25)

)

usamos a regra da cadeia

an o
_ an 3¢
- K (Z ‘0z, ) O

ag aw
Z hi, Oq” (26)
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e em relagao a qualquer outro

D. O divergente

Sua expressao em coordenadas cartesianas é

(28)

Agora procuramos as componentes cartesianas em termos das ortogonais, expandindo de

forma equivalente em ambas as base

Z Awiei = Z Aiai
AI] = Z Aiai . ej

A; Ox;
A, = 70

e substituimos na expressao anterior

VA Y o (o)
X [ () ]
Yy (h—’“)+222—§ai§§;
() Ty
_Zaqk( ) Z ;hQZaxzaaxz

a% aQJ aq}c
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agora se nossas transformagoes de coordenadas sao duas vezes diferencidveis podemos co-

mutar as duas ultimas derivadas parciais e notar que

o _ o Z (59%)2
0q;  Oqy dq;

8% 0 0Ox; Ox; 0 Ox;
— 2 - ,
Z aQJ 8Qk aQJ ZZ: GQJ aQJ an

e obter

I
-1
S
e

1 Ap
= hihsh
hyhahs Zaqk ( PR e )

) Z 1 Ak Ohihshs
hihohs by, gy

Ay 0 (hihahs)

1 0 Ak)
= hihohs Y —— (2 ) +) =%
hihohs |7 "”z,;aqk (hk ?

(29)

A partir das expressoes para o divergente e o gradiente em um conjunto ortonormal de

vetores podemos obter o laplaciano de um escalar

V- (VY) =

1 0 1 oy
— | hihohs——
hnhohs [§ g ( " RE Og

e passar a estudar sua separabilidade e sua conexao com problemas pertinentes da fisica

cldssica e quantica. Este é s6 o comeco de uma grande sistematizacao que podemos construir

na procura de solucoes das leis fisicas, bons estudos...
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