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1.1 Introducao

Até o momento, fizemos todos os nossas célculos utilizando o sistema de coorde-
nadas cartesiano ou retangular. Esse sistema de coordenadas ¢ muito simples de
ser tratado porque os vetores de base €; que o definem sdo constantes. Essa sim-
plicidade justifica uma abordagem inicial focada exclusivamente nele. Entretanto
podemos nos questionar se esse sistema é sempre o mais conveniente e a resposta
¢é nao.

A simetria apresentada por um problema deve guiar a nossa escolha sobre o
sistema de coordenadas. Por exemplo, consideramos uma particula descrevendo
um movimento circular uniforme. Podemos considerar que a particula estd sempre
a uma distancia fixa da origem e se move apenas na direcao angular. Em coorde-
nadas cartesianas precisarfamos de duas coordenadas para descrever esse sistema,
o0 movimento estaria contido em um plano. Mas esse movimento pode ser descrito
por uma tnica coordenada, uma coordenada angular. Para conseguirmos a simpli-
cidade de usarmos o menor nimero possivel de coordenadas podemos usar algum
tipo de coordenada polar, nesse caso.

Na Fisica, temos varios exemplos em que escolhas desse tipo podem ser in-
teressantes. Podemos tratar um movimento parabdlico através de um sistema de
coordenadas parabdlicas. Podemos trabalhar com uma forga central e o dtomo
de hidrogénio usando coordenadas esféricas. Podemos estudar o campo magnético



gerado por uma corrente que passa por um fio utilizando coordenadas cilindricas.
Na verdade, pode-se dizer que um ponto fundamental da Fisica é saber identi-
ficar uma simetria e, com base nisso, fazer as escolhas mais adequadas para que
descrevamos da maneira mais simples ou clara um problema.

Posteriormente vamos discutir como levar a notacao indicial para coordenadas
generalizadas. Isso vai fazer com que possamos determinar as quantidades necessérias
(como os operadores gradiente, divergente, laplaciano,...) em qualquer sistema de
coordenadas, de maneira muito simples. Nesse ponto, vamos fazer esses cédlculos,
apenas para coordenadas polares esféricas, de maneira tradicional. Esse ponto de
vista € um pouco trabalhoso, mas é 1itil como um passo intermediario.

1.2 Caso bidimensional

Seja r o comprimento de um vetor e seja 6 o angulo que esse vetor faz com a parte
positiva do eixo = (no sentido anti-horério), entdo podemos escrever

x =rcosb, (1)

y = rsinf. (2)

Note que essas equagoes nos dao duas possibilidades para escrever o vetor posigao.
No sistema de coordenadas cartesiano temos as coordenadas x e y. No sistema
de coordenadas polares temos r e 0, que sao chamados, respectivamente de raio e
angulo azimutal. Podemos obter as relagoes inversas

r= /2% + 92, (3)

1Y
6 = tan . (4)

Note que as coordenadas nao tem obrigatoriamente dimensao de coomprimento.
A coordenada 6, por exemplo, é um angulo e portanto é adimensional.

Um ponto que tinhamos em coordenadas cartesianas, deve ser relacionado uni-
vocamente a um ponto em qualquer outro sistema de coordenadas. Pensando em
termos de vetores, o vetor permanece o mesmo independentemente da escolha do
sistema de coordenadas. Essa escolha modifica apenas as componentes do vetor.
Por isso, definimos um intervalo de variacao para as coordenadas. Em coorenadas
cartesianas temos que —o0 < ¥ < 00 e —00 < y < oo. Em coordenadas polares
temos que 0 <r <ooel <6 < 2m.

Em duas dimensoes, se x ou y sao constantes, obtemos uma familia de retas. Se
6 é constante obtemos uma familia de retas comegando na origem. Se r é constante
obtemos uma familia de circunferéncias concéntricas, centradas na origem.



1.3 Introduzindo as coordenadas esféricas

Primeiramente, gostaria de esclarecer alguns pontos sobre a notagao. Em coor-
denadas cartesianas denotamos x; = z,y,z € €; = /z'\,},k. Para outros sistemas
de coordenadas, vamos denotar as coordenadas por ¢; e os vetores de base por
a;. Essa convencao é conveniente para associarmos diferentes sistemas de coor-
denadas ao cartesiano. Nessa aula nao nos preocuparemos muito com a notagao
indicial (vamos adotar um ponto de vista bem tradicional), mas faremos algumas
referéncias quando for necessdrio.

Vamos introduzir as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas
esféricas

x = rsinfcosp, (5)
= rsinfsin, (6)
z = rcosb, (7)

em que o raio r varia entre 0 < r < 0o, o agulo polar 6 varia entre 0 < 6 < 7
e ¢ medido em referéncia a parte positiva do eixo z, o dngulo azimutal ¢ varia
entre 0 < ¢ < 27 e é medido no plano zy em relacao a parte positiva do eixo
x, no sentido anti-hordrio. Esses intervalos de variacao fazem com que um ponto
qualquer no espaco seja representado de maneira univoca.

As transformagoes inversas nos dao

ro= Varty?+22 (8)

1%

0 = cos -, (9)

p = tan !

SHASEE

Aqui podemos ver que se r for constante, temos uma familia de esferas concéntricas
centradas na origem. Se # for constante, temos uma familia de cones centrados
no eixo z, com vértices na origem. Se ¢ for constante, temos uma familia de
semi-planos que contém o eixo z.

Deve-se ter em mente que as coordenadas cartesianas sao funcoes das coorde-
nadas esféricas e vice-versa. Futuramente, em virtude disso, teremos que trabalhar
com as derivadas parciais dessas quantidades para calcular elementos diferencias e
operadores diferenciais. Entretanto, as transformacoes entre os sistemas de coorde-
nadas nem sempre sao facilmente invertidas. Isso torna o método tradicional para
obtencao dos operadores diferenciais (em especial) bastante trabalhoso. Torna-se
interessante a existéncia de um método genérico porque, como veremos nas prox-
imas aulas, ele nao necessita das derivadas parciais das transformagoes inversas.
As equacoes que definem as superficies quando fazemos as coordenadas constantes



sao importantes, pois um ponto qualquer no espago é definido como a interseccao
de trés superficies de diferentes familias.

1.4 Elemento de linha, vetores unitarios e fatores de escala

A posicao de uma particula em cada ponto no espaco é descrita pelo vetor posicao

em coordenadas cartesianas
ﬁ

[ = SCé\l + y€2 + 2/6\3. (11)

Uma pequena variacao na posicao dessa particula é dada pelo que chamamos de
elemento de linha -
dl = dxe; + dye; + dzes. (12)

Queremos escrever o elemento de linha em coordenadas esféricas. Lembrando
que as coordenadas cartesianas podem ser vistas como fungoes das novas coorde-
nadas, obtemos com a regra da cadeia na notacao indicial

— o0x;
dl =dzve; = =——dg;e;. 13
aqj J ( )

Expandindo as somas temos

- ox ox ox dy Jy oy
dl = (aTdT aedﬁ—i-adcp) (ad+09d0+ad>

0 9r 0z
(a dr + %de + a—dgp) k. (14)

No elemento de linha em coordenadas cartesianas aparecem as diferenciais das
coordenadas multiplicadas pelos vetores unitarios. Esperamos um formato anédlogo
para coordenadas esféricas. Como ainda nao conhecemos os vetores unitdrios,
vamos colocar as diferencias dr, df e dy em evidéncia:

—  [(Ox~ Oy~ Ozs 0r~ Oy~ 0z
dl = (a—z+a—]+a k:)dr+(%@+ae 89k>d0+

Or~ Oy~ 0z~
S A R . 1
+<3<p +890 —I—&pk‘) dy (15)

O calculo dessas derivadas parciais é bastante imediato, basta usarmos as relagoes
entre as coordenadas cartesianas e as esféricas que chegamos a equagao

Al = (sin 6 cos go? + sin 6 sin @? + cos 9%) dr +
+ (T cos 0 cos gﬁ—i— 7 cos 6 sin go? — rsin 6@) do +

+ <—T sin 0 sin @i 4 rsin 6 cos gp}) de. (16)
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Colocando os termos comuns em evidéncia temos
dl = <sin 0 cos go?+ sin 6 sin go} + cos 0@) dr +
+r (cos 0 cos gog%— cos # sin go} — sin 9%) de +
+7sin 6 <— sin ap/z'\—i— cos go}) de. (17)

Aqui definimos a nova base {a;} como sendo os objetos entre parenteses

To = sinfcos i + sinfsin ) + cos Ok, (18)
O, = cosfcos i+ cosfsin ) — sin Ok, (19)
Py = —singi+cosp). (20)

Também definimos os fatores multiplicativos que aparecem em (17) como sendo
os chamados fatores de escala:

hy = 1, (21)
hg =T, (22)
h, = rsiné. (23)
Com essas definicoes temos
di = Todr + Bordd + By sin dep, (24)
ou ainda - R
dl = h,drry + hedf0y + h,dpp,. (25)

Embora 6 e ¢ nao tenham dimensao de comprimento, as combinagoes hydf e h,dy
tem. No caso cartesiano temos um formato andlogo, entretanto os fatores de escala
sao iguais a unidade.

Agora que definimos uma base é importante verificar que o produto escalar
satisfaz as relagoes de ortonormalidade

Q- a4, = 0y (26)
e verificar que o produto vetorial satisfaz

ai X Eij = Eijkak, (27)
pois assim provamos que o sistema de coordenadas escolhido obedece a regra da
mao direita

61- . (/(]\Jj X Zik) = Eijk- (28)
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Como ja foi dito, esse calculo deve ser feito para qualquer sistema de coordenadas
(facal) para que obtenhamos a convengao de que o volume é positivo. Nesse caso,
a maior parte dos termos se cancelam, o restante dos termos é reescrito através da
identidade cos? 6 + sin? 4 = 1.

Aqui, nés apenas definimos quais sao os vetores de base e os fatores de escala.
Posteriormente chegaremos a uma expressao genérica que os defina em qualquer
sistema de coordenadas. Mesmo nesse ponto, serd necessario verificar (caso por
caso) que os vetores de base obedecem a regra da mao direita.

1.5 Outros elementos diferenciais

Em qualquer sistema de coordenadas, ao fixarmos uma coordenada como sendo
constante, obtemos uma familia de superficies envolvendo as outras duas coor-
denadas. Por exemplo, fazendo z constante em coordenas cartesianas, definimos
uma, familia de planos zy. Obviamente o vetor ez ¢ perpendicular a essa superficie.
Além disso, temos duas outras familias de planos: os planos yz que sao perpendic-
ulares ao €1 e os planos zx que sao perpendiculares ao e;. Um elemento de édrea
de um desses planos é calculado através do produto vetorial entre os elementos de
linha que compoe o plano:

— —

dly x dly = (d2@)) x (dyé;) = dadye; = dA,e, (29)
— —

dl2 X dl3 = (dy/e}) X (dZé\g) = dydzé\l = dAx/e\l, (30)

dl; x dl; = (d263) x (dwey) = dzday = dA,S, (31)

onde chamamos de dl—; um elemento de linha em uma diregao especifica €;. Defin-
imos como dA, o médulo de um elemento de drea do plano zy. Fizemos defini¢coes
andlogas para dA, e dA,. O elemento de drea, em coordenadas cartesianas, ¢ um
vetor cujo médulo é o tamanho de um segmento infinitesimal de plano e a direcao
e sentido sao dados por um vetor perpendicular a esse plano.

Ja o elemento de volume pode ser escrito como um triplo produto escalar do
tipo

— — —
dv = dl, - <d lh % dzg) — drdradase, - (6 X ) = drrdradrs,  (32)

onde levamos em conta a sequéncia de mao direita.

Analogamente, podemos determinar os elementos de drea e volume para coor-
denadas esféricas

— —

dl, x dly = (r) drd§3, = A3, (33)
— — ~ ~

dly x dl, = (7“2 sin 6’) dfdery = dA, Ty, (34)



— — -~ ~
dl, x dl, = (rsinf)dpdroy = dAgb, (35)
— — —
av = di; - (dly  di, ) = (r*sin6) drdddy. (36)

Note que, os elementos diferenciais nao sao obrigatoriamente segmentos de planos,
mas sim elementos das superficies definidas pelas transformagoes inversas. Como
vimos, em coordenadas esféricas essas superficies sao aquelas familias de esferas,
cones e semi-planos. Os fatores de escala aparecem em todas essas expressoes,
possibilitando escrever:

dA, = hydrhydo, (37)
dA, = hedOh,dy, (38)
dAy = hydph.dr, (39)
AV = hyheh,drdfde. (40)

A quantidade h,hyph, é o jacobiano da transformagao. Veremos isso com muito
mais detalhe quando falarmos de coordenadas generalizadas. Novamente, essas
expressoes sao andlogas as que aparecem no caso cartesiano, entretanto terfamos

he =hy = h, = 1.

1.6 O operador V e o gradiente
Usando integragao por partes temos o operador V

0 L0y
"Ox; (9xZ 8(]3

o)

-
vV =

(41)

Agora estamos pensando nas coordenadas esféricas como fungao das coordenadas
cartesianas.
Com isso, podemos escrever o gradiente de uma fungao escalar V:

. 0gq; OV
"Ox; Ox;’

vV =5

ou ainda, abrindo as somas

FOr OV, 000V 5000V
ox Or Oox 00 Ox Op
OV OBV 00V
Yoy ar Tay 00 T oy a0
SO0V 00OV -0g; 0V

s ar T rar a0 Ve ap

VV =



Na expressao cartesiana para o gradiente aparecem as derivadas da funcao em
funcao das coordenadas cartesianas. Nosso procedimento aqui vai ser andlogo
aquele adotado para os elementos de linha, mas agora colocamos em evidéncia as
derivadas da funcao em termos das coordenadas esféricas:

v o= (G2 g0 g0\ OV (R0 506 00N OV
— \"sr "oy T "82 ) or ar oy "oz) 99
I <Aag0 A@QO Aaq]) oV

—_
\Y

Vamos olhar para essas derivadas com mais énfase.
Para a derivada de r em funcao de x basta fazermos uma regra da cadeia

or 0
A N 2 2
oz ox Ay e

1 2z oz
2P r T
= sinf cos p. (45)

As outras duas derivadas do tipo assumem o mesmo formato:

g—; == sin 0 sin ¢, (46)
or
0z

Para a derivada de 6 em funcao de z podemos usar derivacao implicita

z
= — = cosf. 47
~ = cos (47)

% _cosfcosp
or r '

A derivada em fungao de y é completamente andloga

(48)

00  cosfsingp

=y (49)

entretanto para a derivada em funcao de z temos um termo extra

89_ 1 1 22
Oz  sinf \r 3
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@ 1 1 B r? cos?
9z sinf r3
@ _ sin 0

= 50
0z r’ (50)
onde utilizamos a identidade cos? § + sin?§ = 1.

Para a derivada de ¢ em funcao de x temos

L oy _ vy
cos2 0r a2

dp  sing

(51)

dr  rsinf’
Analogamente para a derivada em funcao de y

dp  cosy

= . 52
Jx  rsinf (52)
A derivada em funcao de z é nula.

Substituindo esses resultados em (44) temos

$V = <181n9cos<p+js1n031n<p+kcos@) %V
-

~Cos 0 cos ~C08 0 sin ~sin@\ OV
+(z’ L 4] 2 % )

90 "

_~sing  ~cosp 8_V
+( erin9+]7“sin6’> Do (53)

T T

Colocando os termos em comum em evidéncia e identificando os vetores unitarios
temos

8V+906’V+ Py OV
or r 90  rsinf dp’

E interessante notar que podemos identificar os fatores de escala nessa expressao
também

VV_TO

(54)

?0 oV 60 19)% 300 oV
Vv_h o he 00 " h,0p (55)

O operador V em coordenadas esféricas vale

9 eoa+ 3 0

v
o T 700 rein6op

(56)



1.7 Divergente e laplaciano

Um vetor em coordenadas esféricas pode ser escrito como
H ~ -~ ~
A= AT'TO + Ageg + A(,OQOO' (57)
O divergente pode ser avaliado através do produto escalar do operador V com
_)
o vetor A

A <A 0, Bo, B 0

TOE—F r 00 rsin@%

) . (A,fo + Ay + AS@O) . (58)

E importante notar que os vetores unitdrios nao sao constantes, portanto o produto
escalar vai gerar novos termos. A derivada dos produtos produziria seis termos
para cada coordenadas. Levando em conta que os vetores unitdrios nao dependem
de r e que p, nao depende de 0, ja temos uma redugao na quantidade de termos.
Usando a condigao de ortonormalidade, os tinicos termos que restam sao

o = 94, 1 DAy 1 . 9A,
V-A=— +T(Ar+ 30>+rsin9 (ATsmeJrAacos@Jr agz;)’ (59)

que podem ser reorganizados da seguinte maneira
= — 1 0 5 . 0 . 0
V.- A= T [E (A,r?sind) + 50 (Aprsin®) + 7 (Awr)} . (60)
Identificando os fatores de escala temos

o, 1 ) %) 9
V.- A [5 (Arhohy) + 55 (Aohrhy) + 7 (Awhrhe)] . (61)

hyhghy

Fazendo A = VV em (60) e usando (54), temos o laplaciano de um escalar

oy L g @ (V2 L 0 (V. 1 &V
VIV =g | (o) Tan \a ™) T oz

Lembrando das formas para o divergente e para o laplaciano em termos dos fatores
de escala podemos escrever

s 1[0 (hehy OV | O (hh,OVY | O (hhyOV
VoV = aions lor \ e ar ) e \hy a8 ) Tap \ s a0 )| (6

Equagoes contendo o laplaciano sao bastante comuns na Fisica. Com isso, saber
soluciond-las se torna bastante importante. No eletromagnetismo, a equacao de
Poisson

vy =2 (64)
€0
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nos dé o potencial escalar V' gerado por uma distribui¢ao de cargas p (g9 ¢ uma
constante). A solugdo de uma equagao diferencial ndo-homogénea, depende da
solucao da equagao homogénea:

V2V =0. (65)

Essa é a chamada equacao de Laplace e é uma equagao dependente das trés coor-
denadas.

Nosso objetivo aqui é mostrar que essa equagao é separdvel em coordenadas
esféricas. Isso implica que podemos separar a equagao em trés equacoes indepen-
dentes, para r, 6§ e p. Esse é um exercicio importante de ser feito em qualquer
sistema de coordenadas.

Sendo assim, temos a equacgao de Laplace em coordenadas esféricas

.0 [(OV , g (ovV . 1 0V
sin § — (Er > + = (— sm@) + 002 0. (66)

Vamos supor que a funcdo possa ser escrita como V (r,0,¢) = R(r)© (0) ® (p),
com isso temos

OR , 0 1 P20

. .0 00 .
SL smﬁg <W7’ ) + RQ% <% 81119) + R@sin6’8_<p2 =0, (67)
ou ainda, se dividirmos tudo por ROP
1. 0 (O0R, 10 (00 . 1 1 0%
ESIDQE (WT ) +6% <%Sln€> +$_sin98_<p2 = 0. (68)

Vamos comegar evidenciando toda a dependencia em :

1 . ,,0 (OR , 1 . 0 (00 . 100,
7 Sin 987“ (8rr > +@sm989 (89 sm@) Y = wi. (69)

Como o sistema de coordenadas é ortogonal as coordenadas sao independentes,
portanto w? é obrigatoriamente uma constante.
Para o restante temos

19 (0R,\ wi 1 1 9 (00 . 1\ ,
Ror (ET ) " sin?0 ©Osinf ol (% 51n9> = Wy, (70)

em que w3 é outra constante.
Com isso, temos trés equacoes distintas

10 (0R .\
Ror (W ) = 1)
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2 1 1
d 0 (8@ sin 9) = w3, (72)

sin2§ Osinfoh \ 90
1%,
Doz (73)

e provamos que a equagao de Laplace em coordenadas esféricas é seprével.

Nao ¢ em todo sistema de coordenadas que usamos essa estratégia para separar
a equacgao de Laplace. Além disso, em alguns casos a separagao é apenas parcial.
Mesmo nesse caso, a separacao facilita muito na solu¢ao da equacao diferencial.

1.8 Rotacional

De maneira andloga ao divergente, podemos escrever o produto

VX—A>2<A0 oo 3 O

or ' r 00

Mg a8 rsin@%) 8 <ATTO + Aol + ASDSO()) ' (74)

Abrindo os produtos de derivadas e derivando os vetores unitdrios temos

VxA = 7yx [8£T?o 6£950+8£¢®0} +
% X {a(;ér?o + A0, + %ﬁo — AgPo + %@0} -
rzge X [86;2;?0 + A, sin 03, + 88—1:?50 + Ag cos 0P, + %—%@0} +
7":;?—?19 X [Aso (COS @i + sin @5)] : (75)

Varios termos dessa equacao se anulam no produto vetorial, os produtos nao nulos
nos dao

= _ |04 . 0A,;
vxd = [87"%_ ar9°]+

1 0A, _ N 0A, .
+; |:— + Ag(po + —¢T0:| +

a0 ¥o a0
1 0A,~ 0Ay . ~
Tsing |: 8@ 90 — %7”0 + A(pl{?:| . (76)

E importante notar que, do mesmo modo que podemos escrever os vetores
unitarios a;, pertencentes ao novo sistema de coordenadas, em funcao do vetores
e; da base canonica, também podemos fazer o inverso. Com isso, podemos escrever

~

k = cos 0y — sin 66, (77)
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portanto

= — . 0 0 814@
Voed = 87“%_ 87"90}4—
L0 g+ Pen| 4
r | ag Y0 T IR0 g0
1 8ATA 8149,\ ~ . 7
p [ 9 0g — 9 To + Ay <cos 0rg — sin 990)] . (78)

Em trés dimensoes, podemos escrever um rotacional em termos de um determi-
nante. Pensando no formato desse determinante em coordenadas cartesianas, va-
mos juntar os termos de acordo com a direcao

_
V x

- [104, 1 04y
A =T {; 00 +rsin9 (_ Op +AWCOS€)] *
~ 1 0A, . 0A,
o Lsme <% —A@S““@) " or } *
104y 1 0A,
+QOO [W+; <— 00 >:| (79)

Podemos unir os termos entre parenteses, identificando a presencga de algo depen-
dente dos fatores de escala. Com algumas modificacoes algébricas simples fica

= — N 1 0 1 0
Vx4 =T [TQSmH@H (rsinfA,) = r2sin 6 Oy
~ [ 1 i A 1 0

(TAQ)} +

+60o

A
rsinfde "’ rsinfor (rsin )}

+20 |1 () - 1 (4], (50)

onde podemos evidenciar o jacobiano

= — 1 0 0
VxA = —7’25111«9 [80 (rsinfA,) — 7 (TA@):| -
1 ~ [0
m?” [% (AT)—— TSII]QA :|
———rsinfp 0 (rdy) — — (81)
rZsing PO ar M 2
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Nesse ponto é fécil identificar o rotacional como um determinante

. To r@o rsin 0,
_ o 0 3
A, 1Ay rsinfA,

ou ainda R
1 h,ro  heby  hy,oq
d f i

ar 90 dp
feltoho | 170 by hoA,

(83)

1.9 Um método geral

Se olharmos para os elementos diferenciais que obtivemos anteriormente, vemos
que eles podem ser escritos com o auxilio dos fatores de escala

d 1 = hyfodr + heBod + h,Bodep, (84)
dA, = hydrhydo, (85)
dA, = hedOh,dyp, (86)
dAg = hydph.dr, (87)
dV' = hyhghydrdfde. (88)
O mesmo vale para os operadores diferenciais
= 7"0 oV 00 oV QOO 151%
VV =
Cor oo T h, 0p (89)
— 0 0 0
A= [ o (Auhal) + 3 (Aabuh) 4 5 (Aot (90)

h, h h 8
2 heh, (9V hyhy, OV n i hrhga_v (91)
h hgh or T 89 hg 89 8 hip 8@ ’

1 hr?[) hé?/é[) hw@o

9 9 0

or o6 Oy
feloho | 170 by hoA,
Resultados andlogos a esses podem ser obtidos em qualquer sistema de coor-
denadas. Todavia, mesmo em coordenadas esféricas, esse procedimento é bastante
longo. Para sistemas de coordenadas mais complexos o trabalho ¢ ainda maior.

- =
V x A=

(92)
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Além disso, quantidades como os fatores de escala e os vetores unitarios simples-
mente foram impostos, nao houve demonstracao alguma para chegar neles. Nas
proximas aulas, vamos generalizar essas expressoes para qualquer sistema de co-
ordenadas. Conhecendo as transformacoes do sistema de coordenadas cartesiano
para outro sistema, poderemos escrever a base de vetores unitdrios desse novo sis-
tema e também os fatores de escala. Com isso, estaremos aptos a escrever todos
os elementos e operadores diferenciais de maneira bastante simples e direta.

1.10 Exercicios

1. Sejam as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas polares
cilindricas

r = pcosb, (93)
= psind, (94)
z = z, (95)

com0<p<oo,0<0<2re—00<p< 00, entao:

a) Encontre as transformagoes inversas;

b) Descreva as superficies associadas a cada uma das coordenadas constantes;

c) Encontre os vetores de base e os fatores de escala;

d) Mostre que os vetores de base em coordenadas cilindricas sdo ortonormais
e satisfazem a regra da mao direita. Para isso calcule todos os produtos escalares
e os produtos vetoriais entre eles, bem como o triplo produto escalar.

e) Escreva os vetores unitdrios cartesianos em func¢ao da nova base;

f) Obtenha expressoes para os elementos diferencias e para os operadores difer-
enciais em termos dosfatores de escala e da nova base;

g) Determine a velocidade e a aceleragao nesse novo sistema;

2. Mostre que a equacao

0 h

V2V (1,0, 0) + k2+f(r)+g(2)+ 2(,*02) —0 (96)
r r2sin” 6
é separavel.
3. Mostre que
To 7‘50 rsin 0,
-  — 1

- | 2 2 9

V x A= r2sin 0 or o0 e : (97)

A, rAp rsinfA,

4. Calcule a velocidade e a aceleracao em coordenadas esféricas.
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