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Requisitos dessa aula
Conhecimentos gerais sobre vetores e matrizes.

1.1 Introduzindo a notacao indicial

Vamos trabalhar no espaco Euclidiano tridimencional E3. Um vetor nesse espaco
é, usualmente, representado como

A= 4, |, (1)

em que A,, A, e A, sdo as componentes do vetor. Nosso objetivo é deixar de
trabalhar com o vetor e passar a trabalhar com as suas componentes, para isso
precisamos introduzir uma nova notacao, a notacao indicial. Através dela vamos
associar as componentes x, y € z do vetora & indices

A = A2 3 (2)
Az

onde A;, com i = 1,2,3, sdo as componentes do vetor escritas na nova notacao.
Inicialmente vamos adotar um sistema de coordenadas cartesianas ou retangulares,
mas posteriormente veremos que os tépicos aqui abordados também sao validos
para outros sistemas de coordenadas ortogonais.

Queremos escrever todas as quantidades de interesse através da notagao in-
dicial. O sistema de coordenadas cartesianas é associado a base candnica, usual-

mente denotada por {i, 7, k} Na notagao indicial escrevemos isso de uma maneira



genérica {€;}, em que o indice i determina o elemento da base estamos nos referindo:

1 0 0
a=10],a=1],&=|0]. (3)
0 0 1

Nessa base, podemos escrever
ﬁ ~ —~ ~ ~
A= A161 + A2€2 + A3€3 = Aiei, (4)

onde estamos introduzindo a convencao de soma de Einstein. Nessa convencao,
indices repetidos denotam a presenga de uma soma:

Indices repetidos sdo chamados de indices mudos e podem ser renomeados conforme
for conveniente. Dizemos que estes indices estao contraidos. Os indices sem soma
(livres) nao podem ser renomeados.

Com isso, podemos escrever a soma de dois vetores e o produto de um nimero
por um vetor por meio de suas componentes:

(2

(Z+§) — A+ B;, (6)

1

(aZ) = aA;. (7)

1.2 O produto escalar e o 6 de Kronecker
Usualmente um produto escalar é escrito como
— =
A . B = AlBl + AQBQ + A3B3 = Asz (8)

Note que nesse produto aparecem apenas as componentes de mesmo fndice.
Na notagao indicial temos

_— - ~ ~ o~
A . B = Aiei . Bjej = AZBJ (61' . Ej) s (9)

0 que nos leva a avaliar os produtos escalares entre os vetores de base:

~

61'/6\1:]_ 62'/6\1:0 /6\3'/6\1:0
61'/6\2:0 /6\2'/6\2:1 33'32:0
/6\1'83:0 52'/6\3:0 é\g'/@\g:l.
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Com isso vemos que esses vetores sao ortogonais e tem norma (ou médulo, é o
comprimento do vetor) igual a unidade. Para escrevermos isso de maneira genérica
vamos introduzir o sfmbolo ¢ de Kronecker

| 1,set =3
5ij:{0,sei7éj’ (10)
obtendo a condicao de ortonormalidade
e =0y (11)

O 0;; ¢ um objeto simétrico pela troca de fndices, ou seja, d;; = 6;;. Ele pode ser
facilmente extendido para outras dimensoes, uma vez que ele correspode aos ele-
mentos da matriz identidade na dimensao escolhida, que correspondem a unidade
na diagonal principal (quando i = j) e se anulam fora dela (quando ¢ # j).

Das equagoes (8) e (9) temos

_— > ~ ~
Usando a condicao de ortonormalidade obtemos
Essa é uma importante propriedade do § de Kronecker, a propriedade de contracao
de indices. Fazer o produto de uma quantidade qualquer por ¢;;, implica em fazer
1=].
Como o ¢ é simétrico, é imediato ver que o produto escalar também é
- = - —

E importante notar que as componentes de um vetor sao niimeros, em principio, e
portanto comutam, podendo ser permutadas sem qualquer problema. Sempre que
tivermos indices somados podemos renomeé-los. Desse modo, pode-se renomear
os indices se isso facilitar no reconhecimento de alguma quantidade (por exemplo,
temos que BjA;d;; = B;A;d;;).

Vamos ver um exemplo do emprego da notagao indicial para o cdlculo de uma

identidade:
(Z - ?) (Z + §)
= (A —Bi)(Ai+ B))
e
A-A-B-B
= A%+ B2 (15)

(7-B) (1+7)

7



Noés denotamos o médulo de um vetor como ‘X‘ =V Z . Z = A.

E interessante dar uma interpretacao geométrica ao produto escalar. Em um
caso bem especifico temos

—_—
A - 61 A i€ * 61 A; (511 == Al, (16)

H ~
ou seja, o produto escalar de um vetor A com o vetor unitdrio e; filtra a compo-
— —
nente (1 = 1) de A, que é a tnica componente de A paralela ao vetor e;. O
—>

H
produto escalar A -¢; dé o que chamamos de projecao de A na direcao e.
Esse padrao e valido para qualquer produto escalar. Quando temos dois vetores

arbitrédrios A e B o produto escalar leva em conta apenas a parte paralela dos
dois vetores, a projecao de um vetor na direcao do outro. Escrevendo

— — —
B:B”—f—Bl, (17)
— — - =
em que B é a parte de B paralela a A e B & a parte perpendicular, temos
- = - =
A-B=A- B (18)
Seja 6 o angulo entre os dois vetores, entao temos que
- =
A+ B = ABcos/, (19)

— — —
onde A é o comprimento de A e Bcosf é o comprimento de 5. Projetar A na

H
direcao de B, ou vice-versa, é equivalente, afinal o produto escalar é simétrico.

1.3 Rotacgoes

. , . —>
Vamos supor que um corpo descreve uma trajetéria v = (z,y,2) = (21,22, 3)
no espago. O intervalo percorrido entre dois pontos dessa trajetéria As é dado

através da equacao
As® = Ax® + Axi + Az, (20)

Essa quantidade ¢ uma medida de comprimento e pode ser encarada como um
produto escalar. Sendo assim, se quisermos que uma medida de comprimento
seja invariante, também teremos que o produto escalar é invariante frente um
certo tipo de tranformagao (exemplos de transformagoes sao: translagao, rotacao,
boost, dilatagao,...). Podemos nos perguntar nesse ponto qual é a transformacao
mais genérica que deixa o produto escalar invariante.



Na forma vetorial, a condi¢ao de invaridncia pode ser escrita como

—

— = —
A" B'=A-B, (21)

onde a "linha" indica o vetor transformado. Mas o produto escalar é avaliado
exatamente da mesma forma que o produto de uma matriz linha por uma matriz
coluna. Pensando assim, podemos escrever a condicao de invaridncia na forma
matricial

ATB = ATB. (22)
Podemos escrever as transformacoes
A— A= RA
{somim (23)

em que R é uma matriz quadrada n x n que representa a transformacao no espaco
Euclidiano n-dimensional.
Usando essas transformacgoes obtemos a condiagao

ATB = A"B' = (RA)" (RB) = ATR"RB, (24)
que é satisfeita quando
R'R=1, (25)
ou seja,
R'=R" (26)

Aqui escrevemos a matriz identidade simplismente como 1. Uma matriz que sat-
isfaz essa condigao ¢ dita ortogonal.
Para o determinante temos

det (R'R) = det (R") det (R) = (det R)” = det (1) = 1

det R = £1. (27)

O conjunto de matrizes ortogonais n x n recebe o nome de grupo O (n), onde
o O vem de ortogonal e o n é a dimensao do espago Euclidiano. Se fixarmos o
determinante como sendo a unidade temos o chamado grupo SO (n), onde o S
vem de special. Nao entraremos em detalhes sobre grupos aqui. Neste momento,
basta imaginar que estamos tratando com um conjunto de matrizes (ortogonais e
com determinante igual a unidade) que satisfazem uma série de propriedades bem
definidas. Com isso, mostramos que a transformagao mais genérica que mantém o
produto escalar invariante no espago Euclidiano é uma transformacao ortogonal.



Vamos examinar o caso bidimensional com mais detalhe. Podemos escrever
para a matriz R de modo genérico

[« B
R = ( v s ) . (28)
A inversa dessa matriz vale

_ 1 o -0
Rl:dem(—v a). (29)

Usando a condicao de ortoganalidade e o determinante igual a unidade podemos
estabelecer relagoes entre as componentes da matriz:

(5D

R:(_O‘ﬂ g) (31)

det R =0o? + 3% = 1. (32)

portanto

obedece a condicao

Uma parametrizacao possivel, que satisfaz essas condigoes é

j ( cosf sind )7 (33)

—sinf cosf

que é uma matriz de rotacao genérica para o caso bidimensional. Na préxima aula
entenderemos melhor porque essa & uma matriz de rotagao. No caso tridimensional
terfamos trés rotagoes possiveis, uma em torno de cada eixo.

Sendo assim, no espaco Euclidiano, a transformacao mais genérica que deixa
o produto escalar invariante é a rotacao. Lembrando que, por enquanto, estamos
nos restringindo ao caso em que o determinante é positivo.

1.4 O produto vetorial e o ¢ de Levi-Civita

Usualmente o produto vetorial é escrito sobre a forma de um determinante

- N €1 /6\2 /6\3

Ax B = Al AQ Ag . (34)
B, By Bj



Isso é exclusivo para o caso tridimensional, que é o caso em questao. O produto
vetorial é um produto cruzado, que mistura as componentes de indices diferentes
como em A;B; — A;B;. Em outras dimensdes ele nao é um vetor e nao pode ser
expresso em termos de um determinante. Como exemplo, no caso bidimensional,
ele vale simplesmente X X § = A,By — AyB;.

Na notagao indicial o produto vetorial fica

- =
Ax B = Az/é\z X ngj = AZBJ (é\z X /6\])7 (35)

0 que nos leva a avaliar os produtos vetoriais entre os vetores de base:

€1X€1:O €2X€1:—/€\3 €3X€1:€2
/6\1X82:/€\3 82)(82:0 /6\3X€2:—/€\1
é\lXé\g:—/@\g 82)(63:/6\1 /€\3></€\3:0.

Daqui tiramos que: para indices iguais o produto se anula, para fndices difer-
entes obtemos como resultado o vetor unitario perpendicular ao plano formado
por e; x €;. O sinal desse vetor é positivo para permutagoes pares dos indices 123
e negativo para permutagoes fmpares. Para escrevermos isso de maneira genérica
vamos introduzir o € de Levi-Civita

1, para permutacoes pares de €123
gijk = 4 —1, para permutagoes fmpares de €123 . (36)
0, quando h& repeticao de indices

Ele é um objeto totalmente antissimétrico na troca dos indices, isto é, se per-
mutarmos um indice uma unica vez hd uma mudanca de sinal (g, = —¢ji), se
permutarmos duas vezes o sinal permanece igual (¢;;, = €xi;), € assim por diante.
Diferentemente do 6 de Kronecker, o € nao tem um formato geral para uma di-
mensao arbitrdria D. Nesse caso, ele deve ser definido como um objeto totalmente
antissimétrico com D indices.
Com essa definicao, temos para o produto vetorial entre vetores unitarios

€; X €5 = EikCk (37)
e para um produto vetorial genérico
— = R
Ax B = Aingijkek, (38)
que também pode ser expresso em termos de suas componentes

(4 §)k — e AiB;. (39)



Pela antissimetria do ¢ é imediato que
- = - =
A x B = gijkAiBj = 5jikBin =—-Bx A. (40)

Diferentemente dos casos em que estamos acostumados, o produto vetorial nao
comuta. Nao podemos trocar os vetores de posicao sem pagar um preco por isso.
— — - =

Para exemplificar, podemos olhar para o produto <A — B) X (A + B ), cujas

componentes sao
- = - = - = - =
(A-B)x (4+T)| = en(4-F) (4+5)
j k

€ijk (Aj — Bj) (A + Br)
EijkAjAk — EijkBjBk + EijkAjBk — EijkBjAk

(2

Aqui os termos do tipo ¢;;5A;A; e €, B; By se anulam por serem o produto de
uma quantidade simétrica na troca de indices por uma quantidade antissimétrica

— — — —
Ax A= EijkAjAk: = Eijk:AkAj = _5iijkAj = —A X A = 0.

Reconhecer esse tipo de produto em equacoes pode simplificar significativamente
as contas. Voltando para o produto, temos

- = - =
[(A—B) X (A—FB)]' = &ijkA;Br — €iji ArB;
= gijkAjBk — giijkBj
= 25ijkAjBk
— =
= 2 <A X B) .

(]

Voltando para a notagao vetorial
(Z—§>X<Z+§>:2(Zx§). (41)

De maneira andloga ao produto escalar, queremos interpretar geometricamente
- =
o produto vetorial A x B. Esse produto filtra apenas as componentes perpendic-
H
ulares dos vetores. Se escrevermos o vetor B como (17), entao temos que

=

q
AxB=AxB,. (42)
ﬁ
Como o comprimento de B | é Bsin#, temos

‘Zx?( — ABsin®. (43)
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— =
Essa é exatamente a drea de um paralelolgramo definido pelos vetores A e B.

H
Imagine que temos o vetor A formando a base e o topo do paralelogramo, en-

quanto o vetor § forma as laterais. Este paralelogramo tem base de comprimento
A e as laterais de comprimento Bsind. Com isso, a drea ¢ dada por ABsinf. E
interessante notar que estamos falando de um vetor, o que sugere que a area tam-
bém seja vista como um vetor. A direcao desse vetor é perpendicular a superficie
e deve ser especificada para que se conheca exatamente qual é a drea.

1.5 Triplo produto escalar e determinantes
Olhando para as componentes do triplo produto escalar
Z(ﬁxa) = AZ(§><E>>

A; (ijB;Cy)

= (einAiB;) Cy

- Zx<§~6’>>, (44)

)

vemos que podemos trocar os produtos escalar e vetorial de posicao.
Além disso, de acordo com as propriedades do simbolo de Levi-Civita, obtemos
as relagoes entre as permutacoes pares de ABC

- = = - = — - = =

A-BxC=B-CxA=C-AxB (45)
e entre as fmpares

B T e T S S

C-BxA=B-AxC=A.-CxB, (46)

sendo que elas se associam entre si através da troca de sinal
T - = =
A-BxC=-C-BxA. (47)
E interessante notar também que, na notacéo usual
€1 e e3
—> — — .~ ~ ~
A - (B X C) = (A161 + A2€2 -+ A3€3) . Bl 32 Bg . (48)
Ci Dy Ej3
Se abrirmos o determinante temos algo do tipo

(Aye1 + Ags + AzSs) - [(§ x 5’)161 + <§ X 8)2a2+ (E’ X 8) 83] ,
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entretanto, no produto escalar, apenas componentes de mesmo indice sao nao
nulas, temos

R - =\ . R - =\ . R - =\ .
A1€1'<B><C> 61—|—A2€2'<B><C> 62+A3€3'<B><C> €s,
1 2 3

—
mas isso é equivalente a colocar as componentes do vetor A na primeira linha do
determinante:

o A Ay A3
A-<B><0>: B, B, Bs|. (49)
C, Dy Ej

Definindo ai; = A;, as; = B; e az; = C;, temos

R N @11 a2 Gi3
A-(BXO)Z Qo1 G22 Q23 |, (50)

a31 Aazz G33

0 que nos sugere que o determinante de uma matriz arbitraria M possa ser escrito
em termos do ¢ de Levi-Civita

11 Q12 413
Q21 Q22 A23 | = £jkA1;A2;A3- (51)
a31 azz2 Aas3

Daqui tiramos propriedades como a de que a troca de duas linhas do determinante
produz uma mudanca de sinal. Se fizermos os indices que estao fixos variarem tam-
bém, vemos que eles também sao associados ao € por causa de suas propriedades:

11 aiz2 A3
Eimn | 21 Q22 423 | = EijkAL;Am;Ank- (52)
a3; aszz2 a3s3

H
Se definirmos um palelepipedo, cuja base é o paralelogramo descrito por B

— . — B — - =
e C' e cuja lateral é dada por A, entao o produto A - (B x C ) resulta em seu

volume. No caso dos vetores de base podemos escrever

a-(éjxék) = @'ﬁjkla
= 5jk15il
= Eijk- (53)

Isso define o que chamamos de regra da mao direita, portanto o sistema de co-
ordenadas é dito dextrégiro. Se o resultado fosse negativo terfamos a regra da
mao esquerda e o sistema de coordenadas seria levégiro. Os vetores unitdrios sao
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definidos de forma que sigam a regra da mao direita, pois assim o volume nesse
sistema de coordenadas é positivo:

é\l . (é\g X /6\3) =1. (54)

1.6 Relagoes entre os simbolos § de Kronecker e ¢ de Levi-
Civita
Vamos olhar para as componentes do produto A x < x C )
[Z X <§ X 8)] = &ijkd; (B X C)

€ijkAj€kimBiCn,
= Epij€rimA; BiCp,.

k

E possivel escrevermos o produto de dois €’s de Levi-Civita em termos de §’s
de Kronecker. Para essa identidade usamos

Ekij€klm = 6i15jm - 5im5ﬂ- (55)

Vamos tomar ela como sendo verdade por enquanto, posteriormente entraremos
em detalhes sobre essa relacao e outras do tipo. Temos

[_/f X <§ X 8)} = (010 jim — 0im0 1) A; BiChy,
. A;B,C; — A;B;C;

- Bi<Z-§>—OZ~<Z-I_3)). (56)
Voltando para a forma vetorial
A x <B><C> <A B) C(Z-_é). (57)

Quando falamos de vetores, essa é uma das identidades mais utilizadas e por
isso serve como uma "propaganda" positiva para a notacao. Uma pessoa, com
certo dominio no uso da notagao indicial, pode encontrar esse resultado em trés
ou quatro linhas. Tradicionalmente, esse resultado é obtido pela multiplicacao
explicita dos vetores, isto é, primeiro calculamos o determinante

€1 € €3
By By Bs
Ci Cy G
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e usamos o resultado nesse segundo determinante

€1 € €3
Ay Ay As

B203 - BSC2 BSOl - B103 B102 - BZCl

Comparando os dois casos fica evidente a simplificacao obtida quando se trabalha
com a notacao indicial.

Vamos voltar para as relagoes entre os €’s e ¢’s. Vamos deduzir essas relagoes
para o caso do espaco Euclidiano bidimensional E?, em que o sfmbolo de Levi-
Civita possui apenas dois indices, €;;. Vamos comegar pelo produto ¢;;e;. Pelas
propriedades do ¢, sabemos que ¢ # j e k # [. Levando em conta todas as
permutacoes possiveis de indices temos a combinacao

€ij€kl = a5ik5jl + 55215]]9 (58)

E necessdrio que tenhamos os mesmos fndices em todos os termos da equagdo,
isso garante que temos o mesmo tipo de objeto em todos os termos (por exemplo,
podemos igualar vetores apenas a vetores).

Fazendo ¢ = 7, temos

0 = adprdy + bdidix

= ((l -+ b) 5ik5ﬂ,
de onde tiramos a condicao de que b = —a, portanto
5ij5kl =aQa (5ik5jl — 51‘1(5]'19) . (59)

Fazendo k = [ chegarfamos na mesma conclusao.
Olhando para uma das possibilidades nao nulas podemos fixar o parametro a

£12€12 = 1=a. (60)

Usando as outras possibilidades ndo nulas (1221, €21612 € €21€91) chegamos ao
mesmo resultado. Por fim, temos a primeira propriedade, que pode ser ientificada
a um determinante

Oik O
Jekl kY5l 105k ‘ 5jk 5]’[ ( )
Agora se contrairmos os indices i e k, temos
1 0
&Tijéfil = S‘ 0 (5jl - 53’1‘ (62)
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Usamos um fator de simetria S, que vem da soma em 7. Imagine que j e [ sao
indices fixos, nesse caso hd uma inica possibilidade para o indice 1.

Se contrairmos j com [, temos
O fator de simetria é dois porque temos dois indices repetidos. Existem dois valores
acessiveis para o indice 7, mas apds ele ser fixado existe uma tinica possibilidade
para j, com isso o fator de simetria é S = 2.1 = 2!.

Agora vamos voltar para o E?. A ideia é escrevermos o produto ;;x&,, em ter-
mos de todas as combinacoes possiveis entre os §’s. Deve-se lembrar que ambos os
lados da equacao contém, obrigatoriamente, a mesma estrutura de indices. Varias
possibilidades se anulam devido as propriedades de simetria do € e do 4. Por fim,

usando as condicoes necessarias, obtem-se o determinante

Eijk€lmn = 53' 6jm 5jn . (64)
5kl 5km 5kn

Outras identidades sao obtidas através da contracao de indices. Para todos os
indices contraidos, temos

— 31, (65)

o = O
— o O

1
EijkCije =S5 | 0
0

Aqui podemos ver melhor a origem do fator de simetria. Temos trés possibilidades
para o indice i, quando ele estd fixo restam duas para o j e entao resta sé uma
parao k: S =3.2.1=3.

No exercicio 4 vamos encontrar essas identidades para os casos tri e quadridi-
mensional e entao vamos generalizar esse resultado para o espago Euclidiano n-
dimensional.

1.7 Exercicios

1. Calcule as seguintes identidades

AxB=-BxA4 (66)
(Z-E)-(Z+§):A2—B2 (67)



c - (69)

C. BxA=B-AxC=4.CxB (70)
A BxC=4AxB-C (71)

A (Bx0)-F(1.0) ¢(1-F )
(3B (A« F) - a5 (7. 5) ™

+ 0
-B)— Z-B)(??) (75)

— —_ =
(A X > X = (A C ) (
- = e — — — —
(AxB)x(CxD):aA+bB+cc+dD (76)
2. O momento angular de uma particula é dado por T =7x P =mT X7,
onde P’ é o momento linear. Com velocidades linear e angular relacionadas por
T =W x 7, mostre que

L =mr[@ — (T - i) o) (77)

. A s o, . . ~ . e d A~ .
Aqui, 79 € um vetor unitario na dire¢dao radial. Para & -7 = 0 isso se reduz a
—
d — 2 L :
L =mr*y = I'd, onde I é o momento de inércia.

%va. Para o

: x ~ — —\ 2
movimento de rotagao, essa expressao se transforma em %m(w x 7°)°. Mostre
que

3. A energia cinética de uma tnica particula é dada por T =

1
T = o™ P — (7 D). (78)

— — ~ s
Para " - W = 0 essa expressao se reduz a T’ = %I w?, com o momento de inércia [

dado por mr2.

4. Encontre as relagoes entre os simbolos € de Levi-Civita e § de Kronecker
para trés e quatro dimensoes. Generalize para o caso D-dimensional.

Os exercicios 2 e 3 foram tirados do livro do Arfken, cuja referéncia foi passada.
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