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Part I. O Operador Densidade

1 O conceito de uma mistura estatistica de estados

Quando temos informagao incompleta sobre um sistema o conceito de probabilidade surge natural-
mente. Por exemplo quando um féton é emitido por uma fonte natural de luz sabemos que ele pode
estar em qualquer estado de polarizagdo possivel com igual probabilidade. Similrmente, um sistema em
equilibrio termodinamico com temperatura T possui uma probabilidade proporcional a e En/kT em estar
num estado de energia E,,.

De maneira mais geral, uma informagao incompleta que temos sobre um sistema na mecanica quantica-
(MQ) é tratada da seguinte maneira: o estado de um sistema pode estar no estado |i1) com probabilidade
p1 ou no estado |i3) com probabilidade ps, etc. Podemos escrever da seguinte forma esses possiveis estados

{pis [¥a) }
e obviamente Zpi = 1. Nesse caso dizemos que estamos tratando com uma mistura estatistica de

i
estados |¢1), |¥2), ... com probabilidades p1,ps .. ..

Por se tratar de MQ devemos notar que quando estamos tratando com uma mistura estatistica estamos
tratando com dois conceitos de probabilidades simultaneamente:

1. a incompleta natureza da informacao inicial do estado em que se encontra o sistema;

2. e a incerteza relacionada ao processo de medida, postulados de medida.

2 O caso puro. Introducao da matriz densidade

Antes de estudar o caso geral, iremos iniciar examinando o caso simples onde o estado do sistema é
perfeitamente conhecido. Tal sistema é chamado de estado puro. Mostraremos aqui que caracterizar
pelo seu vetor de estado é completamente equivalente que caracterizd-lo por um certo operador agindo
em seu espacgo de Hilbert, o operador densidade.
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2.1 Descricao pelo vetor de estado

Considere um sistema cujo vetor de estado em um instate t é:
ch ) |én) s
em que {|¢,)} forma uma base ortonormal no espago de Hilbert, C", discreta. Os coeficientes satisfazem

Sl = 1. (1)

Se A é um espectro discreto observavel, e sabendo que ele pode ser expandido em termos de uma base
{lém) (P}, =10, temos que seus elementos de matriz sdo dados por

e o valor médio de A em um dado instante de tempo ¢ é

(A) () = (W (&) Al () Zc A 3)

2.2 Descricao pelo operador densidade

Vemos que a partir da Eq. os coeficientes ¢, (t) aparecem no cédlculo do valor esperado através de
expressoes quadréticas do tipo ¢, (t) ¢y, (t) . Vemos que estes elementos nada mais sdo do que elementos
de matriz do operador |9 (t)) (¢ (t)], que é o projetor sobre o ket |1 (1))

(Om ([ () (D DD Pn) = () em ().

Desta forma é natural introduzir o operador densidade p (t), definido como

pt) = ) @) (4)

O operador densidade é representado na base {|¢,)} por uma matriz chamada matriz densidade cujos
elementos sao

pmn () = (dm o) Pn) =5 () em (t), (5)

e desta forma é natural escrevermos

Z Prmn () |Pm) (Dnl - (6)

Como préximo passo iremos mostrar que p (t) é suficiente para caracterizar o estado quéntico do
sistema, isto é, podemos obter todas as predigoes fisicas que podem ser calculadas a partir de |¢ (¢)) .
Para fazermos isso vamos escrever as Eqs. e assim como o equivalente da Eq. de Schrondiger em
termos do operador densidade. De acordo com a Eq. vemos que a relagao da Eq. indica que a soma
dos elementos diagonais da matriz densidade é igual a 1, ou seja

2
Nlea®F = > puns
n n
portanto

Trp(t) = 1 (7)

Agora a Eq. com o uso da Eq. temos

{(4) @)

> prn () A
Z (Dnlp (1) Al 60)

n
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e portanto

(@) = Trlp)A]. (8)

Finalmente, a evolugéo temporal do operador p (t) pode ser deduzido a partir da equacao de Schrondinger,
logo

20— (L) wolvo (Swer). o)
= RH @19 0) 0]+ s 19 0) 6 01 H (0,

= L H@).00)].

Por completeza devemos indicar como calcular a partir de p(¢) a probabilidade & (ay,) de se obter um
autovalor nao degenerado a, a partir de um observavel A. Sendo II,, o projetor sobre o autoespago
associado com a,, sabemos que

P (an) = () a9 (1)), (10)
de onde fica evidente que

P (an) = Tr[Mp(t)]. (11)

2.3 Propriedades do operador densidade em um caso puro

Vimos que em uma caso puro um sistema pode ser descrito tao bem pelo operador densidade quanto
pelo vetor de estado. Entretanto, o operador densidade apresenta um certo nimero de vantagens.

Primeiramente, vemos que a partie da Eq. que dois vetores [t (t)) e e [t (1)), que descrevem o
mesmo estado fisico, correspondem ao mesmo operador densidade. Desta forma usando esse operador
eliminamos a existéncia de qualquer fator de fase global arbitrario para o vetor de estado. Além disso
vemos que a partir das Eqs., e (11) que as férmulas usando o operador densidade sdo lineares em
relacao a ele enquanto as Eqs. e (|10) sdo quadriticas em relacao ao ket |¢ (¢)) .

Por fim vamos mostrar algumas propriedades de p (t) que podem ser deduzidas diretamente de sua
definicao,

B!
L]
—~
~~
~— —
I
—~
~~
~

As duas tultimas relagoes, que seguem do fato que p () é um projetor, sdo verdades somente no estado
puro.

3 Uma mistura estatistica de estados (caso nao puro)

3.1 Definicao do operador densidade

Vamos retornar ao caso geral. considere um sistema o qual (em um dado tempo) as vdrias probabili-
dades p1,p2, ... Pk, ... sdo arbitrarias, sobre a condigao que elas satisfacam as relagoes

< plap2a"'7pk7~--§17

0
Zpk = 1.
k

Sobre essas condigoes, como calcular a probabilidade & (a,,) que uma medida de um observével A ird
fornecer o resultado a,,?
Seja

Pr(an) = (W [Halr),



3 Uma mistura estatistica de estados (caso ndo puro) 4

a probabilidade de achar a,, se o vetor de estado for |i)) . Para obtermos a probabilidade desejada & (a,,)
devemos multiplicar &, (a,,) pelo fator de peso py e entdo somar sobre k. Vamos escrever

Py (an) = Prlaylk]

sendo a probabilidade de obtermos a,, dado que temos o vetor de estado |1;) , ou seja, uma probabilidade
condicional, entao

P(a) = Y Prlaskpr. (12)
k

mas a partir da Eq., temos
Prian|k] = Tr[apr], (13)

em que pr = |[tx) (x| é o operador densidade correspondente ao vetor de estado |¢y) . Substituindo a

Eq. na Eq. temos
P (an) = Y Tr[upk] pr, (14)
k
= > Tr[pllupsl,
k
= Tr[lp],
em que na segunda linha utilizamos o carater linear do operador traco. Portanto temos

P = Zpkpk. (15)
k

Nés portanto vemos que a linearidade das formulas que usam o operador densidade, possibilita-nos
expressar todas as predigoes fisicas em termos de p, a média dos operadores densidade pg. p é, por
definicao, o operador densidade do sistema.

3.2 Propriedades gerais do operador densidade

A propriedade que podemos ver de imediato é que o traco do operador densidade, mesmo num caso
de mistura estatistica, continua sendo igual a um,

S o Tr [l (il
k

Trp

> ok (Wn [k
k
= >

k

= 1

Outra propriedade importante que podemos facilmente ver é a positividade do operador p. Tomemos um
ket, |¢) , arbitrdrio a partir da Eq. vemos que

> ok (@1(1ve) (W) ), (16)
k

> el ),
k

= 0,

(@ lpl &)

portanto,
(@lpl¢) =0, V[p)eCm (17)
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Vimos que podemos expressar & (a,) em termos de p. Com o uso da Eq.(14) vamos verificar se a
Eq. continua valida para o caso de uma mistura estatistica,

<A> = Zan@(an), (18)
= Z a, Tr [an] )
Zanﬂnp

Tr[Ap],

Tr

b

pois pelo teorema espectral
A = Z anIl,,.
n

Da mesma maneira que fizemos antes para o caso puro, vamos calcular a evolugao temporal do
operador densidade. Para isso vamos assumir que a Hamiltoniana do sistema H (¢) é bem conhecida,
embora o estado nao seja. Podemos sem maiores problemas mostrar que se o sistema em um tempo
inicial tg tem probabilidade p; de estar no estado |1y, entdo, em um tempo subsequente ¢, ele possui a
mesma probabilidade py de estar no estado |9y (¢)) dado por

m% e (1) = H (t) [ (1)),
[Vn (to)) = [vx)-

O operador densidade num dado instante ¢ serd entao dado por p (t) = Z prpk (t) com
k

pr(t) =[x (1) (Vr ()]

e de acordo com a Eq.@[}7 Pk (t) obdece a equagdo de evolugdo dada por

dpzt(t) _ % [H (1) pi ()],

e pela linearidade das equagoes anteriores em relagdo a py, (t) temos que

diT(f) = W),

Uma vez que pela sulugao da equacao de Schrondinger temos que a evolugao temporal de um estado é
dado por um operador unitario

U=e #Ht

)

a evolucao temporal do nosso operador densidade é
UpUT.
Observemos que agora p nao é mais um projetor e temos em geral que
P F p
e consequentemente
Trp? (1) < 1.

3.3 Populacoes e coeréncias

Comegamos esta subsegao com a seguinte pergunta:
Qual o significado fisico dos elementos de matriz p,, de p em termos da base {|¢,)}?
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Vamos iniciar analisando os elementos diagonais p,,. A partir das Eqs.@ e , temos

Pnn = <¢n |p| ¢n> )
N

<¢n > pepr
k

Zpk <¢n |pk‘ ¢n> )
k

> vk [Pk
K

e pela Eq. concluimos que

2
ol (19)

Pnn = Zpk

k

2
em que ‘cg“)‘ é um numero positivo real, cuja interpretagao fisica é a seguinte: se o estado do sistema

é |9x) , esta quantidade nos fornece a probabilidade de achar, em uma medida, esse sistema no estado
|¢r) - De acordo com a Eq., se levarmos em conta a indeterminancia do estado antes da medida, py,
representa a média de probabilidade de encontrarmos o sistema no estado |¢,,). Por essa razdo, pn, ¢é
chamado de populagao do estado |¢y,) -

Um célculo andlogo ao anterior, mas agora para os termos nao diagonais p,q, fornece-nos a seguinte
expressao

png = > prcPer, (20)
k

em que c;’f>c§,’“)* é um termo cruzado. Isto expressa os termos de interferéncia entre os estados |¢,) e
|¢p) que aparecem quando o estado [¢x) esta numa superposicao linear desses estados. De acordo com a
\sqrt{\frac{m}{2\pi\hbar"{2}\beta}}Eq.([20) pn, é a média desses termos cruzados, considerando todos
os possiveis estados da mistura estatistica. Em contraste com as populacoes p,, pode ser zero mesmo que
nenhum dos produtos cg“)cék)* seja : enquanto pn, € uma de nimeros positivos (ou zero) reais, p,q é uma
soma de ntimeros complexos. Caso p,, seja zero, isto significa que a média Eq. cancelou qualquer
termo de interferéncia entre |¢,,) e |¢p) . Esta é a razdo dos elementos ndo diagonais p,, serem chamados
de coeréncias.

3.3.1 Comentarios

Antes de terminarmos esta subsegdo vamos comentar e analisar propriedades importantes do formal-
ismo dos operadores densidade.

1. A distingao entre populagoes e coeréncias depende da base {|¢,)} escolhida no espago de estados.
Uma vez que p é hermitiano, é sempre possivel achar uma base ortonormal {|§;)} em que p seja
diagonal. Desta forma, p pode ser escrito como

po= Y mla)él,
l

uma vez que p é positivo e Trp = 1, temos

OS’]T[Sl,

Zﬂl = 1,
l

entdo p pode ser visto como uma mistura estatistica de estados [§;) com probabilidades m; (sem
termos de coeréncia).

2. Se os kets |¢,,) sdo autovetores do Hamiltoniano H, que é independente do tempo

H|¢n> = En|¢n>a
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e pela Eq.@,
. dpnp (t) _ -
iy g |9n) (el = > oup (8) (H [&n) (dp] = |n) (65| H) ,
n,p n,p
= Zpﬂp () (En [¢n) (Dp| — Ep [¢n) (dpl)
n.p
portanto
d
d
mapnp (t) = (En—Ep)pup,
isto é

Pnn (t) = constante,
pnp (t) = pnn (0) ei/ﬁ(Ep—En)t.

3. Por fim, a partir da Eq. podemos provar a inegualdade

2
PrnPpp 2 |pnp| ,

que mostra que p somente pode ter coeréncias entre os estados cujas populagoes sao diferentes de
Z€ro.

3.4 Descricao separada de uma parte de um sistema fisico. O conceito de traco
parcial

Vamos considerar dois sistemas diferentes (1) e (2) e o sistema global (1) +(2), cujo espago de estados
é o produto tensorial

H = Hi®Ho.

Seja {|¢n)} a base de Hi e {|pp)} a base Ha, 0s kets |d,,) |¢p) formam uma base de H. O operador
densidade p do sistema global é um operador que age em H. Vamos construir um operador p(l) (ou p(2))
que age somente em H; (ou Hs) gie ird nos possibilitar fazer predigdes fisicas sobre medidas realizadas
somente no sistema (1) ou somente no sistema (2). Essa operacao serd chamada de trago parcial com
respeito a (2) (ou a (1)).

Vamos introduzir o operador p(l) cujos elementos de matriz sao

(6n D 6w) = 7 (nl (el p16w) li0)) (21)
P
Por definigao, p(l) é obtido a partir de p através do trago parcial sobre o sistema (2),
p(l) = Trap.
Similarmente
p(2) = ’I‘rlpa

possui elementos de matriz

(o0 |p@]er) = 3 (@l ol plon) ).

A partir das defini¢es dos tracos parcias e a partir do traco de p,

Trp = D% (bl (2ol plen) lip)) s
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fica facil de ver que

Try [Trap] = Tro [Trip],
e ainda que
Trp(l) =1,
Trp(2) =1

Seja, agora, A1) o observavel agindo em H; e A=AWg I® | sua extensdo em H em que I? é o
operador identidade agindo em Hs. A partir da definicao (18))

(4)

Tr [pA],
> ((nl (0p] pA160) [2p))

n,p

usando-se a relagdo de fechamento em termos da base {|d,) |¢,)} ¢ usando A = AY ® 1)

= > 3" (al sl 216w o)) (0w (2| AV 2 T [60) 1))

n’,p’ n,p

aplicando-se 1 @) em H,

=D D (al (pl p16w) [0p)) (Durl AV [d0) S

n’,p’ n,p

=> (Z (Dnl (@pl pldn) I@p>> (dnr| AV |60)

n,n’ j2

é facil de ver, pela Eq.(21]), que o termo que estd dentro dos parénteses sdo os elementos de matriz de
(1) 5
pt/, entao

<f~1> = Zpgg,AS)n (22)

n,n’

= Tr [p(l)A(l)] .

Conclui-se aqui que o trago parcial p(l) possibilita-nos calcular o valor médio <f~1> como se o sistema (1)

fosse isolado e tivesse p(l) como operador densidade.

3.4.1 Comentario

Se o sistema global é dado por
¥) = X,
podemos verificar diretamente que o operador densidade do sistema é dado por
p = 0RT, (23)

com o = |p) (¢| e 7 = |x) (x| . Quando temos nosso sistema global dado pelo operador densidade p que
como ser fatorado como o da Eq. que pode ser fatorado, o trago parcial nos fornece

'I‘r2p = 0,
Trip =
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4 Matriz densidade na mecanica estatistica

Nesta secao veremos como aplicar a matriz densidade na mecanica estatistica, para um maior apro-
fundamento veja [4]
Seja |¢;) um autovetor e E; o correspondente autovalor da Hamiltoniana H do sistema, a probabilidade
de que o sistema esteja no estado |p;) é
e~ BE:

Z 3

sendo B = (kBT)_l, com T sendo a temperatura do sistema e kp a constante de Boltzman. Entao, o
operador densidade é dada por

P::§:/M¢@n><@nh (24)

sendo p, = e PBn /Z. Em particular, na representacao de coordenadas,

e BEn
p(z,x') = Z 7 ¥n () ¢y, (') .

n

Como |p,) sdo autoestados da Hamiltoniana, H |p,) = E, |¢,), entdo a equagio toma a seguinte

forma,

1 e
_ —BH _
p= 7 En € |“Pn> <90n| -7

Mas, pela condicao de normalizacao, Trp = 1, fica facil ver que Z é a funcao de partigao,

—BEn
Zn: e

—BF

Z

= e
= Tr [e_’gH]

Portanto,
—BH

e
P~ Ty[e—pH]

A energia média do sistema, U, pode ser calculada como

Tr [He PH]

U=TrHp = o [e—PH]

Quando nds sabemos a energia livre e a energia do sistema, a entropia pode ser obtida por
F=U-TS.

Vamos agora escrever a matriz densidade como uma fungao de g3,

e PH

P(5)1W~

E possivel mostrar que p (B) satisfaz a seguinte equagao diferencial

op
f%pr. (25)

Trabalhando-se com o caso ndo normalizado py () = e PH fica mais facil de ver que p satisfaz a equacio
acima.
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4.1 Matriz densidade para a particula livre unidimensional

Neste caso temos a Hamiltoniana dada por

p2

= o
sendo m a massa da particula. A equagdo diferencial (25) na representagido de coordenadas toma a
seguinte forma

opwap) P

a8 ——%@P(valaﬁ)-

Vemos que essa equagao acima nada mais é do que a equagao de difusdo. Desta forma podemos facilmente
chegar em sua solugao
’ - m m N2
p(z,2',B) = WGXP[<W> (II)]a (26)
dado
p(l’,$/70) = 5(‘:8 - 17/)

como condi¢ao de contorno.
Para um sistema linear de comprimento L, o trago da equagao (26]) nos leva a

~BF _ Nde = L. —"
e /p(m,x)dw L Ry

Part 1l. Conceitos basicos de estados emanharados

5 Estados emanharados

Conforme vimos de forma breve anteriormente sistemas quanticos compostos sdo sistemas que nat-
uralmente se decompoe em dois ou mais subsistemas, em que cada um desses subsitemas é um préprio
sistema quéantico. Normalmente, o espago de Hilbert H associado com um sistema composto é dado pelo
produto tensorial

Hi®...°0 Hp,

dos espacos correspondendo a cada um dos subsistemas.
Nas proximas subsegbes continuaremos a trabalhar somente com sistemas compostos de apenas dois
subsistemas ambos de dimensao finita,

H = Hi®Ha.

5.1 Estado puro
Iniciamos esta subsecao com a definicao de estado emanharado para estados puros.

e Definicao 4.1 Seja |[¢1) € Hi e |h2) € Ha dizemos que [¢) é um estado emanharado se
B ) € Ha, lpo) € Has ) = [¥1) @ [¢h2) -

Vamos analisar com um pouco mais de detalhe propriedades de medidas para estados emanharados.
Vamos voltar a discusao sobre medidas num estado puro bipartido nao emanharado, ou seja um estado
separavel

[Ys) = |¥1) ® [te). (27)

Quando estamos trabalhando somente com medidas locais, ou seja, quando temos acesso somente a
um subsistema por vez. Apés a medida de qualquer observével local, onde no nosso exemplo trabalhado
agimos no primeiro subsistema, A=AD ® 1 (2), temos que o primeiro subsistema ira ser projetado para
um autoestado de A enquanto o estado do segundo permanecerd inalterado. Se em seguida realizarmos
uma segunda medicao local, mas agora no segundo subsistema, este resultado serd independente do
resultado da primeira medida feita no primeiro subsistema. Pode-se concluir que resultados de medidas
em diferentes subsistemas sao nao correlacionados entre si e dependem somente dos seus préprios estados.
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Vamos agora para um caso puro em H que é dado pela sobreposicao de estados puros da forma
anterior, de tal forma que temos um estado emanharado

1
he) = NG [[¥1) @ [¥h2) + [¢1) ® [d2)] .
Podemos novamente nos perguntar qual é a forma do estado |1.) apds acessarmos somente um dos
subsistemas. Conforme visto na Eq. para um operador da forma A = AM @ I® | temos

<[1> - T [UlA(l)} , (28)

em que o1 = Tro|the) (Y| é a matriz reduzida do primeiro subsistema. Uma vez que a Eq.(2§ . se
mantém para qualquer operador local AW , precisamos concluir se o estado do primeiro sistema sozinho
é dado por o1, veja . Conforme Vlsto anteriormente a matriz reduzida do segundo subsistema é
o2 = Tr1 |Ye) (Yol . Entretanto este estado é emanharado de forma tal que

p=|te) (Ye| # p1 ® po.

Além disso, se nos realizarmos uma medida local sobre um subsistema, isso nos leva uma reducao do
estado do sistema total, nao somente do subsistema o qual realizamos a medida. Portanto, para os
estados emanharados o resultados medidos da probabilidade de um subsistema qualquer é influenciado
por medigoes anteriores realizadas em outros subsistemas. Desta forma dizemos que os subsistemas sao
correlacioanos.

5.2 Estados mistos
Similarmente aos estados puros, os estados produto mistos,
o = pWMgp?,

com p(l) e p(2) para os respectivos subsistemas, nao exibem correlacées. Entretanto, uma soma convexa

S pin @, (29)

comp; >0e Z p; = 1, iréd, em geral, fornecer resultados de medidas correlacionados. Existem observaveis
locais a e b tais que
Trioc(a®b)] # Trloc(a®I)]Tr[o (I ®b)] = Tr[o1a] Tr[o2d].

Essas correlagoes podem ser descritas em termos de probabilidades classicas p;, e sao portanto classicas.
Estados da forma da Eq. sao chamados de estados mistos separaveis.+

Estados mistos emanharados sao definidos pela nao existéncia de uma decomposicao em estados
produto.

e Definicao 4.2 Um estado misto o é um estado emanharado se nao houver estados locais p(l) , p(2)
e pesos nao negativos p;, tal que o possa ser escrito como uma soma convexa de mistura, colocando
de outra maneira

3o, p®pi >0 o= Zpl M

5.3 Aplicabilidade de estados emanharados

Estados emanharados sao de extrema importancia para diversas areas da mecanica quantica. Podemos
fazer uso dessas correlacoes, por exemplo, para obtermos algoritmos quéanticos mais eficientes do que os
classicos, no sentido de numero de passos para resolvermos um problema, para enviarmos informacao
entre dois usudrios distantes e mesmo para uma melhor compreensao da passagem do mundo quantico
para o clédssico entre outros. E exatamente esse tltimo topico exemplo, juntamente com a transmissao de
informacao, que iremos detalhar um pouco melhor nessa se¢ao para vermos o quao importante e 1til sao
essas correlagoes.
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5.3.1 O emanharamento o traco parcial e a decoeréncia-(modelo de Zurek)

Aqui iremos mostrar um exemplo de como o uso do trago parcial juntamente com o conceito de
emanharamento pode nos levar a melhores entendimentos de conceitos de grande importancia, e ainda
muito explorado na MQ, o fenémeno de decoeréncia.

Uma das hipdteses da perda de coeréncia - quando os termos fora da diagonal da matriz densidade
tendem rapidamente para zero- é devido ao acoplamento do sistema quantico com um grande reservatério.
Tal hip6tese considera a vizinhanca de um sistema quantico como uma possivel fonte da solugao do
problema da medida da mecénica quénticaﬂ De fato, a vizinhanga pode ser considerada como um grande
reservatorio ao nosso dispor, que pode ser definido como um grande sistema que é permanentemente
acoplado a qualquer microsistema e nao é controlado pelo observador. Em outras palavras, estamos
assumindo aqui que qualquer sistema quantico é na verdade um sistema aberto e que parte de uma
informacao inicial contida no sistema é perdida para o meio, de tal maneira que nao temos capacidade
de extrair tal informagao.

Quando estamos investigando sobre o processo de medida na MQ é natural investigarmos a interagao
entre o aparato de medida, A e o sistema fisico S. Entretanto, Zurek introduziu um terceiro jogador nesse
processo, o meio ambiente, £ que esta sempre presente quando realizamos a medida, assumindo portanto
que sistemas quanticos sao essencialmente abertos ao meio ambiente.

A idéia fundamental de Zurek é que quando consideramos o processo de medida nds primeiro escreve-
mos o vetor de estado para A+ S+ &, [P 4ss) e deixamos os sistemas interagirem. Entao, aplicamos
o trago parcial e obtemos a matriz densidade reduzida somente para o sistema A + S. Desta maneira,
enquanto o sistema total A + S + £ permanece emanharado e é sujeito a evolugdo unitédria, de acordo
com a equacao de Schrodinger, o sistema reduzido A + S, é uma mistura do ponto de vista do aparato.

O processo de medida pode ser dividido em dois passos distintos seguido pelo trago parcial que
completa o processo. O estado inicial (¢t = 0) é por simplicidade um estado fatordvel para o sistema total

[Wase (0)) = lao) [¢)[€(0)) - (30)

Entao, em (t = 1), devido a interacao entre S e A, estes se tornam emanharado

[Wase (1) = | D cilag)log)| 1€ (ta)). (31)

J

Em um intervalo temporal t; < t < t9, 0 meio ambiente £ ird se emanharar com ambos, S e A

|Wase (t > t2)) = ch|aj>|0j>|€j>, (32)

em que {|e;)} é alguma base para o meio ambiente. Finalmente em ¢, a interacdo é encerrada. A
transformacéo para o estado (31) ocorre, como dito anteriormente, devido a conexao entre os sistemas A
e S e é descrito por

AS . —i (M atH (¢
U = e 7 lo As()7

em que H4s é a Hamiltoniana de interagao entre o sistema e o aparato e portanto o operador acima é
unitdrio. De maneira andloga a transformacao para o estado (32) se procede, mas agora o acoplamento
da unitdria é entre £ e A+ S,

45’5‘ i
l] = e ntHAS,S’
para t] <t< tjg.

Agora podemos realizar o trago parcial sobre o meio ambiente e escrever a matriz densidade reduzida
correspondente,

oas = Trepasel, (33)
= Tre[|[Vase (1)) (Yase (7)],

Z le; [ laz) (a;] ® |o) (051 -
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sendo 7 > to.

A Eq. foi obtida assumindo-se as seguintes acima. O significado fisico de tragarmos sobre o meio
ambiente é o seguinte: A informagao contida nos elementos fora da diagonal do sistema acoplado A+ S
nao é destruido, mas sim transferido para o meio ambiente. Entretanto, do ponto de vista do aparato
essa informagao nao é acessivel e por essa razao completamente perdida. Uma vez que as coeréncias sao
perdidas essa interpretacao de medida é conhecida como decoeréncia.

5.3.2 Teleporte quantico

Imaginemos a seguinte situacao, Cebolinha e Monica estao separados espacialmente, mas cada um
deles possui um estado quantico, de dois niveis (cada um desses estados qliantico de dois niveis sdo
chamados de qubits, que sdo os bits quanticos), que foram maximalmente emanharados

L
V2

os subescritos tem com significado qual dos estados Cebolinha e Monica tem acesso. Agora, Cascao,
amigo de Cebolinha prepara um estado quantico |¢) € C?

) = a|0) + B[1),

|Boo) = (10c0a) + [1elnm)),

onde a e B € Celal®+|B]° =1 e em seguida fornece esses estado ao Cebolinha. Tanto ele quanto a
Mbonica nao sabem nada sobre a identidade de |¢). Cebolhinha gostaria de enviar esse estado para Monica,
mas eles s6 possuem um canal classico entre eles, podemos pensar esse canal como uma transmissao via
ondas de radio. Vamos mostrar que basta Cebolinha interagir seu qubit com o estado dado pelo Cascao
e enviar apenas dois bits para Ménica, que ela terd como ter o acesso total do estado [t).

Inicialmente o nosso estado é dado por

Yin) = |¥) ©[Boo),

% (@ [006) [0r) + 016} [1a0)

+  B10¢) [0ar) + B|11c) [1ar)),

A primeira operacao que Cebolinha faz é aplicar a uma unitaria, conhecida como CNOT, que na base
computacional, {|0),]1)} é dado por

CNOT = [0) (0| ® I + 1) (1| ® X,

em que X nada mais é do que a matrix de Pauli o,, e é tal que

X0y = 1),
X[ = 10),
levando-nos ao seguinte estado
1
(CNOT ®I) [¥in) = —= (a|00¢) [0n) + a[01c) [1ar)

V2
+ Blle) |0a) + B[100) [1ar)) ,

Em seguida Cebolinha aplica uma segunda unitéria, mas agora somente em |¢), conhecida como Hadamard,
H que atua da seguinte maneira

1
) = =0+,
HI) = — (o) - 1)),

S

2
entao

(H@I®I)(CNOT®I)|¥y) = %[a(\0>+|1>)|Oc>\0M>+a(|0>+\1>)llc>|1M>
+  B(10) = 1)) [1e) [0ar) + B (10) = 1)) [0c) [1ar)] -
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O estado final acima, que denotamos agora por |¥y;,) pode ser reescrito como

Zrin) = 5 0000) (@l0u) + 8 11a0)) + 1016} (@ L) + 510ar)) (34)
+  [10¢) (a|0ar) = B[1ar)) + [11c) (a[1ar) — B10a))] -

Mas, das matrizes de Pauli sabemos que

X)) = all)+£10),
Yig) = —iall)+if0),
ZlY) = «al0)=pl1),
e portanto pode ser escrito como
1
Prin) = 51000) [¥) +101c) (X [#)) +[10c) (Z [¥)) + [11c) (&Y [4))] -

Portanto, para que Cebolinha forneca o mesmo estado para Moénica basta que ele faca duas medidas,
uma associada ao qubit que ele recebeu do Cascao e outra que ele ji possuia acesso. Por exemplo, se
o Cebolinha tiver como resposta |01¢) basta ele enviar dois bits de informagéao, via canal cldssico, para
a Mbonica que ela sabe, conforme um protocolo por eles estabelecidos inicialmente, que devera apenas
realizar uma dnica operac¢do unitdria, no caso o préprio X, para que ela acesse o estado |¢), uma vez
que X (X [¢)) = X2 |¢p) = [¢). Sendo assim, Ménica com apenas dois bits consegue recuperar toda a
informacao, que a principio estd associada a uma quantidade classicamente infinita, pois v e g € C.
Deve-se tomar cuidado para nao confundirmos um teleporte com uma clonagem quéantica, uma vez
que Cebolinha, apds a interagir seu estado com o estado dado por Cascao perde completamente o acesso
a informagao de |¢), que esta agora com a Monica. Uma unitdria que age em H,, ® H,, é chamada de
méquina de cépia quantica, que nos leva a uma clonagem quéntica, se para qualquer estado |x) € H,,,

U(lz)la1)) = |} [x) -
Entretanto, tal maquina nao existe.

e Teorema da nao clonagem quantica: Para n > 1, onde n é a dimensao do espago de Hilbert,
nao ha nenhuma méquina de cépia quantica.

Demonstragao: Assuma que uma maquina de cépia quantica exista, mesmo se n > 1. Sendo assim,
para dois estados ortogonais |a;) e |az) devemos ter

U(lar)la1)) = |a1)la1), (35)

laz) |az) ,

<
)
)
]
~
Q
=
~
~—

Il

assim como
U <\2 (la1) + |az2)) |a1>) = % (la1) + |az2)) % (la1) + laz)), (36)

(la1) la1) + la1) laz) + |az) lar) + [az) |az)) .

Entretanto, pela linearidade de U, temos que

LU (a) ax)).

1 1
v (ﬂ (Ja) + [a2)) |a1>) — U +

V2
e agora pelo que sabemos de

1 1 1
U (ﬂ (lax) + az) |a1>) — s lan) ) + s fog) ).

que é claramente diferente do que esperdvamos em ([36]). Portanto, devido a linearidade de U tal méquina
nao existe.
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6 Critério de separabilidade e medidas de emanharamento

Separabilidade é definido via a existéncia de uma decomposi¢ao de um estado em produtos de estados,
no caso de estados puros, ou em uma soma convexa de produtos tensoriais para estados mistos. Desta
forma, com o objetivo de mostrar que um dado estado é separavel, temos que procurar por tal decom-
posicao. Uma vez encontrada tal decomposicao sabemos que o estado é separavel. Entretanto, pode
existir dois diferentes motivos na falha de encontra-la: o estado é emanharado, e nao ha nenhuma de-
composicao em produto de estados, ou os estados sdo de fato separdveis, mas a decomposicao apropriada
nao pode ser identificada.

Por essa razao ha uma necessidade de um potencial critério para distinguir estados separaveis de esta-
dos emanharados que nao exigem uma pesquisa explicita. Para estados puros hé critérios que discriminam
estados separaveis de estados emanharados sem ambiguidades, mas para estados mistos ferramentas sim-
ilares s6 sao possiveis para baixas dimensionalidades.

Veremos ao longo desta secao as principais técnicas para detectarmos estados emanharados, tanto
para os casos puros como para casos de mistura estatistica.

6.1 Estados puros
Vamos considerar o seguinte exemplo,

0)+11) 10 +2]1)
V2 Vs

este estado que é obviamente separavel pode ser reescrito como

|¥)

1
) = 7% [100) +2{01) +[10) + 2 [11)],

em que o critério de separabilidade é menos evidente. Isto nos deixa claro que o critério de separabilidade
é identificado mais facilmente se |i)) é expresso em termos da bases

CENLES

de Hq e

{|0>+2|1> 2|0>—|1>}
Vi Vb ’

de H2 do que em termos das bases {|0),]1)} para ambos. Entéo, como veremos, a observagao é genérica,

no sentido que hé sempre uma base que nos revela a existéncia de propriedades de emanharamento. A

representagao de um estado nessas bases é chamada de decomposicao de Schmidt.

6.1.1 Decomposicao de Schmidt

Conforme dito anteriormente, uma ferramenta extremamente 1til para a verificagao de estados eman-
harados para sistemas bipartidos é a decomposicao de Schmidt que iremos apresentar agora,

e Teorema 6.1: (decomposi¢ido de Schmidt) Suponha que tenhamos um estado |¢)) € H; ® Ha.
Existe uma base ortonormal {’gpf>} €EHie {||¢§>>} € Ho tais que

[w) =3V lel) @ 67), (38)

sendo A; numeros nao negativos reais satisfazendo E A; = 1 conhecidos como coeficiente de

?

Schmidt.

Para chegarmos nessa forma tomemos duas bases locais arbitrarias

{lpar}s {loa)},

nos espagos Hj e Hso respectivamente, qualquer estado puro [¢) em H; ® Hs pode ser expresso em termos
da correspondente base produto,

W) = > dijlei) @ 1e;) . (39)

(]
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Os coeficientes de expansao d;; sao dados em termos da sobreposicao dos estados com dos vetores de
base,

dij = (il @ (o] V).

Vamos agora fazer uma mudanga de base,

|6i) = U i) ;

<51> =V|ei),

onde U e V sao transformacoes unitarias arbitrarias em H; e Ho respectivamente. Sendo assim, os
coeficientes d;; em termos dessas transformacoes sao dadas por

dj = (@il (&),
= (@il UT @ (5| VT |9),
= Z<<Pi|UT‘<Pp> <¢j|VT|¢q> (0p| ® (Dq| V),

p.q

= Z“ipdpqvqj = [udvl;; ,

p,q

onde utilizamos Z li) (il =1, Z |6s) (¢i] = 1 e definimos os elementos das matrizes unitérias sendo
i i

up = (@il Ut lgp),
vy = (6] VTgyg).

Nessa nova base o vetor de estado que descreve nosso sistema é dado por

) = Z [Udv]ij |Pi) ®

.3

0 ) (40)

Com o objetivo de obtermos a decomposigdo de Schmidt de |¢)) nds usamos o fato que para toda matriz
complexa d sempre existe uma transformacao unitaria U e V tal que udv é diagonal. Isto nos fornece uma
decomposigao singular de d com entradas diagonais nao negativas reais chamadas valores singulares.
Portanto, para cada estado |¢) podemos sempre achar bases locais |ng5 > e |¢f > em termos das quais a
Eq. se reduz a Eq., onde sua soma é limitada pela dimensao do menor subsistema. Da mesma
que os autovalores de uma matriz, os valores singulares sao definidos unicamente. Sendo assim, para
qualquer estado |¢)) os coeficientes de Schimidt sdo unicamente determinados. Além disso, uma vez que
as bases de Schmidt
{let) @ l6)}

sao dadas por estados separaveis toda informacao do emanharamento de um estado esté codificado nos
coeficientes de Schmidt. Muitas vezes ao escrevermos |1) ao invés de escrevermos seus coeficientes como
A; usaremos p;, pois de fatos sdo as probabilidades associadas as populagoes da matriz densidade.

Antes de usarmos a decomposi¢ao de Schmidt para critério de separabilidade vamos dar um exemplo
de seu uso para outros fins.

e Exemplo: Suponha que temos dois estados |¢) 45 € |p) 45 tais que 4 = @4, em que Yap € YaB
representam a matriz densidade dos dois estados [1) 4 5 € |¢) 45 Tespectivamente. Entao existe uma
transformagcao unitaria U agindo sobre B tal que

(IeU) |<P>AB = |¢>AB'

Vamos a prova deste fato. Usando-se o fato da decomposi¢ao de Schmidt, podemos escrever existe
uma base no sistema AB tal que

(P)am = B Jef) [P

onde E pi=1le ’ef‘> |ef > sao vetores ortonormais em A em B respectivamente.
i
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Seja agora o estado |¢) 4 5. Sabemos que também existe uma decomposicdo de Schmidt para este
estado,

|¢>AB :Z@‘ff>‘f;3>7

onde Zqi =1le | fiA> ’ fiB >.Vamos agora escrever a matriz densidade pa4p e tomarmos o traco

i
parcial sobre B

PA

> ook ety (el | T [[ef) (eF]]
ik
D_pilel) (el

Fazendo-se o mesmo em Y45

¢A:ZQi|fiA><fiA"

Usando-se a igualdade ¥4 = ¢4 e pelo nosso conhecimento prévio de que os coeficientes de Schmidt
sao unicamente determinados, temos seus autovalores iguais p; = ¢; e da mesma forma seus autove-
tores. Sendo assim podemos escrever,

[Whas = 30 Vi led) 7).

Como |6£3 > e | fiB > sao bases em B sabemos que existe uma transformacao unitaria tal que U :
|e£B > — | P > o que demonstra o enunciado acima.

Voltando tépico de critério de separabilidade, no caso em que hd somente um coeficiente de Schmidt,
entao |¢) é separdvel. Retornemos ao exemplo em que o estado é dado por , tomando-se |<pf ) =
(10) + 1)) /V2, [5) = (10) = [1)) /V2, [67) = (|0) +2[1)) /V5 e |¢5) = (2]0) = [1)) /V5 vemos que
temos como coeficientes de Schmidt A = {0,1} e de fato temos um estado separdvel. Caso contrério, se
tivermos mais do que um coeficiente de Schmidt nao nulo, nao é possivel expressar o estado na forma da
Eq.. Podemos ver facilmente isso para [¢) = 1/v/2(]0) |0) 4 |1) |1)) temos que as bases de Schimidt
sdo dadas por {|0)|0),]1) 1)} e A = {1/2,1/2}.

Portanto, podemos concluir que um estado puro |i)) é separdvel se, e somente se ele tem somente um
valor do coeficiente de Schmidt nao nulo.

6.1.2 Matriz densidade reduzida

Uma vez que os coeficientes de Schmidt sao uteis para distingao entre estados separdveis e emanhara-
dos, devemos focar em como calculd-los. Matrizes densidade reduzida sao particularmente 1teis nesse
contexto. Como vimos anteriormente, para acessarmos o primeiro subsistema tomamos o trago parcial
sobre o segundo, em termos da decomposi¢do de Schmidt

o1 = Tra|¢) (¢l (41)
= Tr2 | Y VAN [9f) (e @ ef) (6F]]
,J
= Do xnled)(ed].

Vimos que os coeficientes de Schmidt sao dados pelos autovalores da matriz densidade reduzida o1. O
mesmo ocorre 1o caso da matriz densidade reduzida do segundo subsistema oo = Try [¢) (1], isto é ambas
matrizes reduzidas possuem os mesmos autovalores nao nulos e os vetores de base das bases de Schmidt
sao dadas pelos autoestados de o1 e 3.

Uma vez que a separabilidade exige que exatamente um coeficiente de Schmidt seja diferente de zero,
nds também relacionamos o estado emanharado de um estado puro, |1) , com o grau de mistura da matriz
densudade reduzida. Isto é, podemos reescrever o critério de separabilidade para estados puros:

Tro, =1 = o.épuro = |¢) ésepardvel.
Tro? <1 = 0, émistura = [t)) é emanharado,
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com r referindo-se a um dos dois subsistemas.

Conclui-se entdo que para casos puros a decomposicao de Schmidt fornece um critério necessario e
suficiente para separabilidade. Infelizmente, para estados mistos tal decomposicao elegante nao existe. Em
particular, se um estado é misto, o grau de mistura de sua matriz densidade reduzida nao é um indicador
de emanharamento. Portanto, precisamos encontrar um novo critério para distinguir emanharamento
de estados de mistura separaveis. Mostraremos aqui duas importantes ferramentas para essa finalidade,
testemunha de emanharamento e mapas positivos.

6.2 Entropia de emanharamento

Uma das maneiras mais simples de medirmos o emanharamento é através da entropia de Von
Neumann, que é dada pela seguinte expressao em termos do operador densidade, p

S(p) = —Trlpln(p)]. (42)

Embora esse expressao seja bem geral, no sentido que pode ser utilizada para diversos sistemas quan-
ticos sem nenhuma analogia com a entropia definida para sistemas classicos, ela possui uma intuicéo
puramente fisica no caso em que pensamos em fluidos cldssicos. Para vermos essa construcao faremos
uma breve revisao da termodinamica e caso o leitor queira se aprofundar um pouco mais pode olhar a
referéncia [5].

6.2.1 Entropia

Vamos iniciar essa revisao partindo-se do teorema de Clausius

c

sendoC caminhos que nos fornencem processos reversiveis e ( sendo a troca de calor associado nesse
processo, onde usamos d para indicarmos que essa diferencial é inexataﬂ Essa equacao nos diz que
no final desse ciclo a quantidade de calor perdida e ganha sao iguais. Sendo assim, partindo-se desse
resultado podemos escrever a seguinte integral que dependo s6 de dois estados, inicial ¢ e final f que
estejam em equilibrio termodinamico dado por

7

?

em que o subindice R vem do fato do processo ser reversivel. Clausius entao definiu uma nova fungao de
estado dada por S, que depende do estado inicial e final do sistema, que foi denominada por entropia,

f
d'Qr
S;—Sp = / T (43)
1
que possui a unidade de Joule por Kelvin. Notemos aqui que dada uma escolha arbitraria do estado
padrao i isto corresponde apenas a uma constante aditiva arbitréria.
Dizer que S é uma fungao corresponde a dizer que essa funcao é definida sobre um par qualquer das
variaveis pressao, P volume V ou temperatura T, ou seja

S=SPV);S=S(PT); S=S(V,T).
Se tomarmos AS = Sy — S; como sendo uma variacdo infinitesimal, a Eq. toma a seguinte forma

_dQr

ds T

(44)

2 Exemplos de diferenciais inexatas sdo ydx e xdy. Nesse caso, quando essas quantidade sdo somadas, levam-nos a uma
diferencial exata,
ydx + xdy = d (zy + constante) .
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que é a expressao da segunda lei da termodinamica na forma diferencial, assimo como a primeira lei na
forma infinitesimal é dada por
dU = d'Q — d'W, (45)

em que novamente temos d’ para dizer que a diferencial é inexata. Em particular, quando temos uma
transformagao reversivel num fluido

dWg = PdV,

levando-nos a
dQr =dU + PdV. (46)

Vamos olhar um caso particular que serad de nosso interesse futuramente: entropia de uma gas ideal.
Nesse caso iremos calcular a entropia molar, ou seja, a entropia por mol que indicaremos por s. Usando-se

o resultado (46) em (44) temos que
o dU_ Pav
T T’

que é uma expressao valida para qualquer fluido. Agora, é sabido que para um mol de gés ideal tem-se

(47)

dU = Cy (T) dT, (48)

em que Cy é a capacidade térmica molar a volume constante. Tem-se ainda que para um géas ideal a
equacao de estado é dada por
PV = RT, (49)

com R constante universal dos gases perfeitos.
Vamos explorar o caso em que a entropia é uma fungao de estado em termos de V e T. Nesse caso,
usaremos a Eq.(49)) junto com (48]) em (47, levando-nos a expressio

Cy (T)dT  _dV

ds = R
5 T i

que é uma forma diferencial exata, levando-nos a

Tr ¢y (T) Vi dv
Sfr—8; = ——=dT + R/ —_—.
! /T T v,V

Essa expressao quando consideramos Cy constante entre o intervalo (T, Ty) fica

sf—s8;=Cyln (17:’:) + Rln (X‘//;:) ,

s(V,T)=CyInT+ RInV + constante. (50)

ou seja,

No caso em que temos n moles de gés,
SV, T)=ns(V,T),

mostrando-nos a natureza extensiva da entropia, ou seja, uma grandexa que depende da massa do sistema.

Vamos agora nos atentar ao caso em que queremos saber a variacdo de entropia de processos irrever-
siveis, que vao do estado inicial i até o final f. Para isso é preciso imaginarmos um processo reversivel
que va igualmente de 7 até f. Embora a variagao do sistema ao passar de um dado estado inicial até um
final seja a mesma em processos reversiveis e irreversiveis a diferenca se dd para a vizinhanga do sistema.

Um caso de particular interesse para nds é o caso de uma expansao livre de um gas. Neste
caso temos um gas que passa de um volume inicial V; até um volume final Vy onde Vy > V;. Durante
este processo nao hé realizagdo de trabalho externo (AW = 0) e nao hé troca de calor, uma vez que a
experiéncia é realizada num recipiente de paredes adiabdticas (AQ = 0), de modo que AU = 0.

Sendo assim, olhando-se para essas consideragoes no caso de uma expansao livre infinitésima, tem-se
dW =d'Q = 0 levando-nos a

AU =d'Q —dW =0.

Aqui ja podemos notar a direfenca de quando temos processos reveresiveis e irreversiveis, pois embora
tenhamos PdV > 0, e entdo d Wgr = PdV, aqui dW = 0.
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Conforme dito anteriormente, para calcularmos AS temos que imaginar uma expansao reversivel de
Vi até Vy, na qual AU = 0. Neste caso. analisando-se o caso de um gds ideal isto equivale a dizer
que AT = 0, de modo que a expansao reversivel seja isotérmica. Sendo assim a Eq. para n mols para
uma expansao livre fica

(¥)
AS=8; -8 =nRln|(—=| >0 (51)
Vi
Por podemos notar que d'Qr = T'dS > 0 para processos reversiveis enquanto que para expansio
livre d'@Q = 0, mostrando-nos novamente a diferenca em ambos processos.

Continuando nesta mesma linha de andlise vamos olhar o processo de difusdo de um gés em outro.
Para isto vamos pensar num exemplo bem simples que é quando destampamos um frasco de perfume.
E f4cil notar que o cheiro se espalha rapidamente pelo ambiente, e portanto suas moléculas. Neste caso
temos claramente um processo irreversivel, ou seja, o gds nao volta espontaneamente ao frasco. Embora
tenhamos um processo de expansao de um gés, ele se difunde pela atmosfera,e ndo no vacuo conforme
vimos para a expansao livre.

No caso em que tivermos por exemplo dois gases A e B cada um contendo n moles e ocupando um
volume V separados por um diafragma, conforme a Fig..

nmolesdogas A  nmoles dogas B

]
o © o
® ®
@
o ® ’
L °
[ ]
]
0@ °
Volume V Volume VV

Fig. 1: Moléculas de gés inicialmente separadas por um diafragma, ambas ocupando o mesmo volume V.

Se num dado instante de tempo ¢ perfurarmos esta parede que os separa, um gas se difundird pelo
outro até que tenhamos uma mistura homogénea dos dois gases ocupando todo o volume disponivel, no
caso 2V. Neste caso pensar nesse processo como sendo uma expansao livre do gas A de V até 2V e
igualmente para o gas B. Neste caso em particular a variagado de entropia é dada por

AS =AS4+ ASg =2nRIn2,

utilizando-se 1) E interessante frizarmos que ne teoria cinética dos gases, em que temos uma mistura de
gases ideais, cada um se comporta como se ocupasse sozinho o volume ocupado pela mistura, justificando-
se a analogia que fizemos com a expansao livre.

Tendo em vista tudo o que foi dito, vamos analisar o caso em que queremos saber a entropia de k
gases distintos separados em compartimentos de volume V; e sendo o volume total V. Sendo assim se
quisermos saber qual a probabilidade de encontrarmos um gas ¢ no compartimento de volume V', basta
tomarmos

Ao invés de pensarmos em termos de moles, vamos pensar no nimero total de moléculas N;. Logo,
a constante universal dos gases R é escrita em termos da constante de Avogadro N que é definida
como sendo o nimero de particulas constituintes (normalmente dtomos ou moléculas) por mol de uma
determinada substancia e pela constante de Boltzmann k, R = Nk. Vamos ainda adotar as unidades
naturais, e portanto k = 1.

Tendo no compartimento total N moléculas, podemos escrever a quantidade de moléculas N; termos
do nimero total N, N; = p;N. Sendo assim, a variacao da entropia que um gis com N; moléculas,
partindo-se de um volume V; se expanda por toda caixa é dada por

AS;=—N;In <¥) = —Np;In(p;),
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onde o sinal negativo veio devido a inversao da fracdo V;/V acima. Portanto se num dado instante de
tempo furarmos todos os disframas que separam os k gases a entropia total por molécula de gés, que
também chamaremos de s e ainda quando tomamos s; =0 é

s= ==Y pln(p) = ~Telpln (o). (53)

Portanto vemos que a entropia de Von Neumann possui uma intuigao fisica clara.
Para a entropia de emanharamento, a entropia de Von Neumann serd expressa com o logaritmo na
base dois

S(p) = —Tr[plog, (p)] -

6.2.2 Entropia de Von Neumann

Vamos agora ver valores diferentes de entropia relacionados a diferentes estados quénticos.
E facil ver que para estados puros, como [0) = (|0) +|1)) /v/2, onde podemos sempre fazermos uma
mudanga adequada de base, tal que

1 0
_ -
a entropia é minima
S(p) = 1llogy(1)+ 0log, (0) =0.

Ja para casos de estados completamente mistos a entropia é méaxima,

1 1 1
S (d) = —gTr [log2 dIdXd] = log, d,

onde d ¢é a dimensao do espago de Hilbert.
A entropia de emanharamento é definido para casos puros bipartidos, dois subsistemas. Seja p a
matriz densidade para um caso puto, com p; = Trap e p2 = Tryp, temos que

S(p1) = S(p2),

igualdade essa que fica fcil de ver quando usamos a decomposigao de Schmidt Eq/4I] Vemos que para o
caso puro [¢) = ]00), temos S (p1) = S (p2) = 0. J& no caso de um estado maximalmente emanharado,
[v) = 1/v2(]0) |0) 4 [1) |1)) os dois subsistemas se tornam completamente mistos,

1

pL=p2 = §sz2-

Portanto, a entropia de emanharamento de um estado maximalmente emanharado de 2-qubits é
S(p1) =5 (p2) =logy2=1.

6.3 Concorréncia
Dado o estado para dois qubits,
[¥) = «al00)+ B01) +~[10) +4[11),
a concorréncia é definida como
C = 2|ad—py|>0.

seja, [) = [00), fica facil ver que C (1)) = 0. Enquanto que para |¢) = 1/v/2(]0) |0) + |1} [1)), C (¢) = 1,
onde atinge seu valor maximo. Similarmente, seja o estado,

1) = 500 +10)®(0)+ 1),
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novamente temos C (1) = 0. Vamos, agora aplicar a seguinte unitdria sobre este estado,

1 0 0 0
0 1 0 0
V. = 0 0 cos g — sin(;
0 0 sin— cos§
Vemos que
[h2) = V1),
= ]00) + |01) + (cosg - sin%) |10) + (cos% + sin %) [11).

Este estado corresponde a uma pré-medida na teoria de processos de medidas quanticas, que leva ao
emanharamento entre o sistema e o aparato de medida fisico. Neste caso, temos

C () = sin g.

Portanto temos o maximo quando ¢ = m e o minimos quando ¢ = 0 ou ¢ = 2w. A partir desse estado,
podemos também medir a entropia de emanharamento. O operator densidade neste caso é

p2 = |¥2) (Yo,
1 1 — —
1 1 + +
= — — l-—sing cos b )
0 4
+ +  cos 1 1+sinep
onde,
14 . P
+ = =~ +sin —.
cos o Esin 5
Para os subsistemas A e B de po, temos que
pa = Trpps,
1 1 cos 2
= = 0 2,
2 \cos = 1
2
e
pe = Traps,
1 1f§singp cos2§
= 1
2 cos? % 1+ 3 sin ¢
1.0
E 5 %
& C 2\\Z
I 0s- : ) e?%
-
S
@
0 T S
0 n 2n
¥

Fig. 2: Entropia de emanharamento de concorréncia de ps.
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Na Fig.(2) podemos ver a dependéncia de S (pa) = S (pp) em termos de ¢. Vemos claramente que a
concorréncia difere de C' (1)2) , entretanto ambas medidas de emanharamento possuem o mesmo maximo
e assumem o valor nulo quando representam estados separaveis.

Para matrizes densidade, a concorréncia é definida como

C(p) = HlaX(O,)q —/\2—/\3—)\4),

onde \; sao os autovalores, em ordem decrescente, do operador Hermitiano

R = Ve

po= (oy®o0g)p*(0y®0a),

em que p* é o conjugado complexo de p.

6.4 Traco parcial positivo (TPP)

O trago parcial positivo foi introduzido como uma condigao necessaria para que a matriz densidade p
dos dois sistemas quanticos A e B, sejam separdveis. Como essa construcao foi formulada para operadores
densidade, é portanto aplicados para estados mistos.

No caso em que ambos os sistemas sao descritos por qubits, vamos escrever os estados de base do
qubit A como |i) e |j) e para os qubits B como |I) e |k). O operador ensidade para o sistema completo
pode ser escrito como

p= piyn i) (Gl@ k) (1.
i,5,k,0
O trago parcial em relagao a um dos qubits é obtido simplesmente trocando os correspondentes bras e
kets, no caso do qubit B,
T
(1) (D™ = [1) (K]

Aplicando-se essa transformagao ao operador densidade acima, temos

PP =0T p="Y piyuli) (il 1) (k.
i,5,k,l

O critério TPP diz afirma que se p?® possui um auto valor negativo, entéo p estd emanharado, lembrando
que p é um operador positivo definido, conforme visto em e portanto possui apenas autovalores
positivos. Embora, a prova nao seja trivial é facil de ver que para estados separdveis os autovalores do
traco parcial sao positivos. No caso em que o estado é separavel, podemos escrevé-lo como

p=> pipi@pP.

?

Os operadores densidade pf"B agem sobre espagos de Hilbert de individuais qubits. Caso tomemos o
trago parcial de um deles, seus autovalores, que devem ser todos positivos ou zero, nao mudam e portanto
os autovalores do estado produto também deve ser positivo ou zero. Vamos a um exemplo concreto.

No caso em que temos

o = |00) (00] =

oS oo
o O OO
OO OO
o O O O

é facil de ver que o traco parcial deixa o sistema invariante o1? = ¢ e que os autovalores sao (1,0,0,0).
Como nenhum dos autovalores é negativo, este estado é compativel com um estado produto.
Um segundo exemplo que podemos mostrar é um dos estados de Bell
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Podemos ver que a operacdo Tz nao afeta os estados |00) (00| e |11) (11|, entretanto muda os demais

Tp: |00) (11| — |01) (10],
Tp: |11)(00] — [10) (01].

Portanto,
1
s = 3 (]00) (00| + |01) (10| + [10) (01| + [11) (11]),
1 000
_1]o o 10
- 01 00
00 0 1

Os autovalores dessa matriz sdo A = £1/2, o que confirma que 7 é um estado emanharado.
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