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1. Considere um operador de campo escalar real que satisfaca & equagao
de Klein-Gordon
(O+m?) ¢ (z) =0.

Conforme foi dito nas aulas, a forma mais geral desse operador é

b(2) = —

¢ [ at2ns (52— m2)0 () (a o) e +al () e) = o (o),

onde a (p) é um operador a ser encontrado e al (p) é o seu adjunto.

(a) Usando a identidade
Z CC — l’
|df /dzx],,—

onde x; sao raizes de f (f(x;) = 0) e a soma é sobre todas as
raizes que estao na faixa de integragéo, mostre que

6(0) = /fpp (a@ e +al @),

com p° = +1/p2 + m? e a notacdo a (p) indicando apenas a de-
pendéncia nas varidveis independentes.

(b) Lembrando que o momentum canonicamente conjugado ao campo

¢ &
7o) =600 = o [ (Pa e =it ).
expresse a (p) e al (p) em termos de ¢ (z) e 7 (z), obtendo
a(p) = / P e (1% (7,1) + in (7,1)) |
() = / APz e (P00 (7,t) —im (7,1)) .

A partir dessas expressoes e das relacoes de comutagao canodnicas

[0 (Z,1), 7 (g,1)] = i0(Z—-9),
[0(Z,1),¢(F,1)] = O,
(v (Z,0), 7 (g, )] = 0,



mostre que
[0@,a" (@)] = eoP2%@E-7),
a(@,a(@)] = 0=[d"@.a"(7)].
(¢) Mostre que a Hamiltoniana
H— /d?’x (;Wz n % (Vo)? + ;m%z)

pode ser expressa em termos dos operadores a (p) e af () como

1 dp 1
= [ S (o e +a ol 7).

(d) Ap6s interpretar a (7) e a' (p) como operadores de aniquilacio e
criagdo e encontrar os autoestados da Hamiltoniana, mostre que
dp 1

:H:= H — (0|H|0) :/(27r)32p(]117oaT (p)a(p),

com : H : definindo a forma chamada de normalmente ordenada
do Hamiltoniano.

2. Generalize a construgdo acima para um campo escalar complexo, cuja
densidade de Lagrangeana é dada por

L= 50,0100 — 1o,

Mostre que a solucao das equagoes de Heisenberg é

1 —ipx ipx
¢ () = o /d4p27r<5 (02 = m2) 0 (1) (a(p) ™7 + b1 () 77) # 61 (2).
Encontre a Hamiltoniana, H, e mostre que o seguinte operador

Q: = Q—(0|Q|0)

_ ;q/d% (¢Ta%— (a%*) ¢) :
=GR R

comuta com H e que, portanto, os autoestados de H também sao
autoestados de (). Voceé arriscaria uma interpretagao para os autoval-
ores?

Referéncia: Capitulo 3 de B. Hatfield, Quantum Field Theory of Point
Particles and Strings.



